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Risques de Marché : Les aspects méthodologiques

1 Introduction

Les institutions financiéres sont soumises & un certain nombre de risques qu’il convient de
bien gérer, si I’'on ne veut pas mettre en péril la pérennité de ’entreprise. Parmi ces risques, nous
pouvons citer les risques pays, les risques de liquidité, les risques opérationnels, les risques de
contrepartie ou encore les risques de marché. Depuis quelques années, 'importance grandissante
des opérations de marché, et des risques inhérents & ces opérations ont suscité de nombreuses
réflexions de la part des instances bancaires nationales et internationales. Les incertitudes aux-
quelles sont exposées les variations de valeurs des portefeuilles de négociation nécessitent de
mettre en place une méthodologie rigoureuse de controle. Dans ce contexte, la mesure du risque
de marché doit couvrir ’ensemble des aléas portant sur les produits de taux, les produits de
change, les produits de base, et les produits actions.

Les autorités bancaires nationales et supranationales ont tout d’abord imposé des contraintes
pour mesurer le risque de contrepartie des établissements financiers (instauration des ratios in-
ternationaux de solvabilité). En 1993, une approche dite standard a été établie pour appréhender
les risques liés aux activités de marché : I'exigence en fonds propres est alors calculée & partir
de sensibilités forfaitaires. Depuis, les réflexions méthodologiques plus élaborées de ces mesures
portent désormais sur la construction de modeéles internes.

Depuis ’amendement de Bale en janvier 1996!, les banques soumises & des risques de marché,
ont la possibilité de calculer le niveau de fonds propres réglementaires par un modéle interne. Les
modeéles internes sur les risques de marché constituent donc un enjeu primordial pour les établis-
sements qui possédent des portefeuilles importants de négociation. En effet, dans ’hypothése ou
le modéle interne permet d’améliorer, par rapport a la méthodologie standard, I’évaluation du
niveau des risques encourus, on peut espérer que les fonds propres liés aux activités de marché
soient mieux ajustés et les risques mieux gérés.

Les institutions bancaires francaises qui souhaitent adopter une approche interne doivent
obtenir I'agrément de l'autorité réglementaire : la Commission Bancaire. Celle-ci retranscrit en
droit frangais les directives européennes de Bruxelles (Capital Adequacy Directives) et s’inspire
également des réflexions de groupes de travail et de recherche tels que le Comité de Béle. La
Commission Bancaire a ainsi rédigé un rapport sur les modalités de calcul du ratio de solvabilité,
actualisé au 31 Décembre 1998 qui présente, d’une part les méthodes de calcul par 'approche
standard, et d’autre part les critéres requis pour les modéles internes.

Un modele interne doit remplir un certain nombre de conditions afin d’étre homologué par la
Commission Bancaire. Celle-ci a défini a cet effet des normes générales, ainsi que des critéres
qualitatifs et quantitatifs a satisfaire.

Les normes générales concernent la qualité du systéme de gestion, la compétence du Risk
Management, la précision du modéle, mais aussi 'exigence de simulations de crise afin de mesurer
le risque de perte liée a des fluctuations anormales du marché.

Parmi les critéres qualitatifs & remplir, les textes réglementaires soulignent la nécessité
pour les établissements financiers de se doter d’une unité de contréle des risques indépendante
des unités de négociation. Leurs mesures des risques doivent étre accompagnées de simulations de
crise régquliéres. 1l est conseillé, de plus, de réaliser un audit interne annuel du systéme de mesure

' Amendement de Bale & 'accord sur les fonds propres pour son extension aux risques de marché (janvier 1996)
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des risques. Enfin, la compétence des unités de contrdle, la transparence des modeéles ainsi que
la qualité de I’alimentation des données sont & prendre en compte. La fréquence d’actualisation
des données doit étre au moins trimestrielle.

En ce qui concerne les critéres quantitatifs, 1’ estimation des corrélations entre les facteurs
de risque doit étre suffisamment précise. Certains produits nécessitent en outre un traitement
particulier. Par exemple, le caractére non linéaire des options et le risque de volatilité doivent étre
pris en compte. Enfin, méme si la notion de Value-at-Risk n’est pas énoncée de maniére explicite,
elle s’avére étre une solution assez naturelle aux contraintes imposées par la réglementation.

De manieére générale, la qualité des mesures du modéle interne est capitale pour la validation
de ce modeéle. L’agrément de la Commission Bancaire nécessite la mise en oeuvre de tests sur
données réelles : le Backtesting. Cet exercice est essentiel, car il donne, a posteriori, une image
de la qualité de la mesure du risque. Il repose sur la notion du nombre d’exceptions, c’est-a-dire
le nombre de fois ol la perte réelle observée est supérieure au montant prévu et calculé par
le modele interne. La Commision Bancaire se réserve le droit d’invalider un modele, si apres
Backtesting, le nombre d’exceptions constatées dépasse une limite fixée.

En tout état de cause, la mesure des risques d’'un établissement financier conditionne le
niveau des fonds propres a allouer suivant une régle simple : la Commission Bancaire affecte
a chaque établissement un coefficient multiplicateur compris entre 3 et 4, selon la qualité de
la mesure du risque du modele interne. Ce coefficient est révisé régulierement lors d’audit ou
d’annonce de résultats ex post. Les fonds propres exigés se déduisent des risques mesurés par
application de ce coefficient. Le respect des critéres réglementaires revét donc une importance
primordiale, puisqu'une méthodologie interne qui serait jugée peu rigoureuse par la Commission
Bancaire obligerait la banque a allouer relativement plus de fonds propres. C’est pourquoi, la
plupart des banques méne actuellement un travail important pour mettre au point leur modeéle de
risque interne des risques de marché. Ce modeéle interne est trés souvent construit autour d’une
méthodologie de type Value-at-Risk. Comme tout concept relativement récent et comme tout
instrument qui prétend appréhender des phénoménes aussi complexes que les risques de marché,
la Value-at-Risk souléve encore des questions méthodologiques qui, pour certaines, n’ont pas
encore recu aujourd’hui de réponses totalement convaincantes de la part de la communauté
scientifique et professionnelle.

L’objet de ce rapport est de passer en revue l’essentiel de ces questions encore en suspens
et de faire le point sur les réponses souvent partielles et méme parfois peu satisfaisantes que les
recherches et travaux récents ont pu apporter. Ce rapport tentera donc de développer ’ensemble
des questions soulevées dans cette introduction et d’y apporter quelques éléments de réponse.
Dans un premier temps, les grandes familles de mesures de type Value-at-Risk seront présentées
de maniére détaillée. La deuxiéme section s’attachera a traiter les principaux problémes liés a la
construction de la Value-at-Risk . Enfin, dans la troisiéme section, I’adéquation entre la Value-
at-Risk et ce qu’elle doit mesurer - les risques de marché - est discutée et comparée & d’autres
méthodes.
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2 La Valeur en Risque

La Valeur en Risque, plus connue sous le nom anglais Value-at-Risk ou VaR, est une mesure
de la perte potentielle qui peut survenir a la suite de mouvements adverses des prix de marché.
Elle permet de répondre a la question suivante :

Combien 1’établissement financier peut-il perdre
avec une probabilité a pour un horizon de temps T’
fixée?

Deux éléments sont donc indispensables pour interpréter le chiffre VaR (qui permet de donner
une vision globale du risque de marché d’un portefeuille) :

1. la période de détention T ou holding period qui correspond a la période sur laquelle la
variation de valeur du portefeuille est mesurée;

2. le seuil de confiance « du chiffre VaR qui correspond & la probabilité de ne pas dépasser
cette mesure du risque.

Si ces deux paramétres ne sont pas spécifiés, nous ne pouvons pas interpréter le chiffre VaR, car
un risque & 10 jours avec une probabilité de 99% est beaucoup plus important qu’'un risque a 1
jour avec une probabilité de 90%. Avec la mesure VaR, on passe donc d’une mesure de risque
comme volatilité & une mesure de risque comme quantile.

Il faut bien avoir & l’esprit que la mesure VaR ne donne une image du risque que dans le
cadre de conditions normales de marché et pour un niveau de confiance inférieur ou égal a 99%
(dans le cas de la réglementation). Pour avoir une mesure du risque extréme, d’autres techniques
sont plus adaptées : la théorie des valeurs extrémes — présentée a la section 4.2 de la page 30
— apparait alors comme une alternative.

Pour calculer la VaR, nous devons identifier les facteurs de marché qui affectent la valeur du
portefeuille. Le nombre de ces facteurs peut étre plus ou moins grand, mais dépend généralement
du type de marché considéré. En pratique, nous pouvons obtenir les facteurs de marché en
décomposant les instruments du portefeuille en instruments de base (par exemple, nous pouvons
décomposer un portefeuille de contrats forward en un portefeuille équivalent d’obligations &
coupon zéro). Le calcul de la VaR dépend alors de la méthodologie utilisée. D’une maniére
générale, nous avons le choix entre trois grandes familles de méthodes :

1. la VaR analytique (ou paramétrique) ;

2. la VaR historique (ou non paramétrique) ;
3. la VaR Monte-Carlo.

Ces trois méthodes utilisent les données du passé pour estimer les variations potentielles de la
valeur du portefeuille dans le futur proche. Cela suppose implicitement que ce futur se comporte
comme le passé : nous supposons donc que la variation de la valeur du portefeuille est station-
naire. Nous comprenons donc pourquoi l'approche Value-at-Risk n’est pertinente que dans des
conditions normales de marché.

Grand Prix de la Recherche Financiére 3
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2.1 La VaR analytique (ou paramétrique)

Dans le modéle de VaR paramétrique, nous supposons que la valeur algébrique d’un
portefeuille est représentée par une combinaison linéaire de K facteurs gaussiens.
Notons P (t) la valeur du portefeuille & I'instant et F (¢) le vecteur gaussien des facteurs de
loi NV (p1,%). La valeur du portefeuille en ¢ vaut alors P (t) = a'F(t) avec a le vecteur de
sensibilités. A la période ¢, la valeur de P (¢ + 1) n’est pas connue puisque nous ne disposons
que de l'information jusqu’en t. En ¢, P (¢t + 1) est donc une variable aléatoire gaussienne de loi
N (aTu, aTEa). La valeur de la VaR pour un seuil de confiance « correspond alors a

Pr(P(t+1)—P(t) >—VaR,) =« (1)

Dans cette équation, P (¢t + 1) —P (¢) représente la variation du portefeuille entre l'instant t+1 et
I’instant ¢. C’est donc une perte si la valeur réalisée du portefeuille dans un jour est inférieure a la
valeur actuelle du portefeuille. Comme la, VaR représente la perte potentielle que I'on s’autorise
et que celle-ci est exprimée en valeur absolue, Pr (P (t+ 1) — P (t) > — VaR,,) est la probabilité
que la perte ne dépasse pas la VaR (ou perte potentielle). Par définition, cette probabilité est
notre seuil de confiance a. Lorsque la période de détention n’est pas 1 jour mais T jours, la
mesure de VaR se définit & partir de la relation suivante :

Pr(P(t+T)—P(t) > —VaRa) = « 2)

Comme nous savons que P (¢ 4 1) est gaussien, nous en déduisons que

P(t+1)—a'
Pr( (t+1) a'uzé_l(l—ao:a (3)
valXa
avec ®~1 la fonction gaussienne inverse. Or nous avons ®~! (1 —a) = —®~! (a) avec 7! (a) le

quantile & a% de la loi gaussienne. Un rapide calcul montre que
VaRy =P (t)—a' p+ @' (a)Va a (4)
Lorsque les facteurs F modélisent directement la variation du portefeuille, la mesure VaR devient
VaR, =0 (a)ValSa—a' p (5)

En général, nous supposons que p = 0, et nous avons finalement
VaR, = &' (o) Val Za (6)

Cette méthode de calcul de la VaR est appelée la méthode de variance—covariance, puisqu’elle
dérive directement de la matrice de covariance ¥ des facteurs.

La relation (6) s’interpréte treés facilement; vVa' Ya est en fait 1'écart-type de la variation
du portefeuille : nous pouvons 'assimiler & un risque-volatilité (par référence a la théorie du
portefeuille de Markowitz); @ ! («) est un coefficient que nous notons c; nous avons donc une
relation linéaire entre le risque-volatilité et la perte potentielle :

VaR = cxrisque-volatilité
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A titre d’illustration, ¢ prend la valeur 2.33 pour une seuil de confiance o = 99%. Dans ce cas,
la VaR correspond au risque-volatilité multiplié par ce facteur 2.33. A noter que lorsque les
facteurs de marché correspondent directement aux variations de prix des actifs du portefeuille,
le vecteur a est le vecteur des composantes du portefeuille.

Cette méthode repose sur trois hypothéses :

1. I'indépendance temporelle des variations de la valeur du portefeuille ;
2. la normalité des facteurs F () ;

3. et la relation linéaire entre les facteurs et la valeur du portefeuille.

Ces trois hypothéses simplifient le calcul de la VaR, puisque les quantiles de a' F (t) sont liés de
facon linéaire au quantile de la loi normale & une dimension correspondant. La principale difficulté
de cette méthode est d’estimer la matrice de covariance et de déterminer les sensibilités.

Nous pouvons montrer que I’expression (6) de la VaR obtenue pour une période de détention
d’un jour peut se généraliser & une période de détention de T jours. Dans ce cas, 3 représente
la matrice de covariance des facteurs pour T jours. Nous rappelons que la période de détention
réglementaire est fixée & 10 jours. Les autorités réglementaires autorisent de calculer une VaR
pour une période de détention de 1 jour et de la convertir en une VaR a 10 jours en multipliant
par v/10. Ce coefficient v/T n’est autre que ce qu’on dénomme le scaling factor?.

Enfin, nous rappelons que cette méthode n’est utilisable que pour les produits li-
néaires car elle ne prend pas en compte le caractére non-linéaire des positions (risque Gamma
par exemple). Aussi, le calcul d'une VaR paramétrique pour un portefeuille d’options n’est pas
adapté (voir le paragraphe ?? consacré au produit optionnels).

2.2 La VaR historique (ou non paramétrique)

Contrairement a la VaR paramétrique, la VaR historique est entierement basée sur les va-
riations historiques des facteurs de risque F (t). Supposons que nous disposions d’un historique
de longueur N. En tg, nous pouvons valoriser le portefeuille avec les facteurs de risque de 1’his-
torique. Cela veut dire que nous calculons pour chaque date t = {top — 1,... ,t — N} une valeur
(potentielle) du portefeuille. Nous pouvons alors déterminer N variations potentielles. Ainsi, &
partir de I’historique, nous construisons implicitement une distribution empirique. De celle-ci,
nous pouvons extraire le quantile & a%. 11 suffit pour cela de ranger les N pertes potentielles et
de prendre la valeur absolue de la N x (1 — «) i-iéme plus petite valeur.

Ainsi, nous supposons que les pertes potentielles P sont ordonnées. Nous obtenons alors un
ensemble {P1,... ,P,,... Py} avec P,, < Py, quelque soit n < m. Pour un seuil de confiance
de 99%, la VaR correspond a la premiére perte potentielle |P1| si N = 100, a la dixiéme perte
potentielle |P1g| si N = 1000, etc. Lorsque N x (1 — «) n’est pas un entier, dans ce cas, la VaR
est calculée par interpolation :

VaR = [Ppe + (N % (1 — @) — 1) (Ppest — Pps)| (7)

*Voir le paragraphe 4.3 consacré au probléme du scaling factor.
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avec n* = | N x (1 — «)] lentier inférieur le plus proche de N x (1 — «) (arrondi de type floor).
Par exemple, si nous considérons un historique de 250 jours et un intervalle de confiance de 99%,
nous avons

1
VaR = Py + 5 (P — P2) (8)

Il est généralement admis que la VaR historique n’impose pas d’hypothéses a priori sur la
loi de distribution des facteurs F (t) a la différence de la méthode paramétrique. Mais il est
quand méme nécessaire d’avoir un modéle sous-jacent pour estimer les facteurs pour I’historique
de longueur N. Cela explique que les VaRs historiques sont principalement appliqués avec des
facteurs de marché qui sont exactement les variations des actifs (dans ce cas, nous avons autant
d’actifs que de facteurs).

Cette méthode est vraiment trés simple conceptuellement et facile & implémenter. Elle est
donc tres utilisée. Cependant, elle présente quelques difficultés. En effet, 'estimation d’un quan-
tile a une vitesse de convergence beaucoup plus faible que les estimateurs de la moyenne, de la
variance, de la médiane, etc. Cela tient au fait que I'estimation d’un quantile est une estimation
locale qui demande donc beaucoup d’observations afin d’en avoir suffisament autour du quantile.
Le graphique (1) est une illustration de ce probléme. Considérons un portefeuille composé d'une
position longue sur un seul actif. Nous supposons que les variations du prix de cet actif sont
gaussiennes, centrées autour de la valeur zéro et de variance égale & 1. Nous cherchons a calculer
la perte potentielle du portefeuille en employant la VaR historique. Cela revient a calculer le
quantile gy («) des N variations de prix historiques. Sur le graphique, nous avons considéré
plusieurs valeurs de « et N. Nous mettons en évidence que l'estimateur gy («) converge plus ra-
pidement lorsque le nombre d’observations croit. De plus, la puissance de cet estimateur dépend
de a. Cela peut se comprendre aisément. Nous avons vu que 'estimation du quantile revient a
trouver la valeur optimale n* = |N x (1 — «)]. Cela revient aussi a chercher n* tel que pour
n* —1 la fréquence soit supérieure a « et pour n* 41 la fréquence soit inférieure a «. Si ces deux
probabilités sont proches de «, 'erreur d’estimation sur le quantile est faible. Sinon, ’erreur
peut étre trés importante. Pour illustrer ceci, nous considérons les tableaux suivants :

Quantile associé a
N n* n* n*—1 n*+1
100 1 99 100 98
1000 10 99 99.1 98.9
10000 100 99 99.01 98.99
1000000 10000 99 99.0001 98.9999

Nous voyons donc a quel quantile serait associé la n*-iéme position si nous éliminions la donnée
n* — 1 ou n* + 1 de la base de données. Dans le méme genre d’idée, la quatriéme figure du
graphique (1) montre comment évolue la probabilité d’estimer un quantile avec une erreur de
plus ou moins 10%.
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2.3 La VaR Monte-Carlo

La VaR Monte-Carlo est basée sur la simulation des facteurs de marché F (¢) dont on se donne
une loi de distribution a priori, de préférence admissible avec I'historique. Nous pouvons alors
valoriser le portefeuille avec les facteurs simulés. Si nous utilisons N simulations, nous pouvons
alors déterminer N variations simulées du portefeuille. Il suffit ensuite de calculer le quantile
correspondant tout comme pour la méthode de la VaR historique. Les deux méthodes sont donc
trés semblables. La seule différence est que 'une des méthodes utilise les facteurs passés, alors
que Pautre utilise des facteurs simulés. Une autre différence concerne la taille N de ’échantillon
pour la calcul du quantile, qui n’est pas contraint dans le cas de la VaR Monte-Carlo.

Cette méthode est trés intéressante, puisque nous pouvons calculer directement la VaR pour
une période de détention de 7" jours méme si les facteurs de marché correspondent & une période
de 1 jour.

Il faut cependant noter que cette méthode nécessite un ordinateur trés performant car elle est
cotiteuse en temps de calcul (elle convient difficilement au calcul journalier d’'une VaR pour un
nombre trop grand d’actifs). De plus, elle demande un effort important de modélisation puisque
celle-ci déterminera entiérement les trajectoires des facteurs de marché que I'on utilise pour le
calcul de la VaR.
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3 Les problémes liés a la construction de la VaR

3.1 Le choix de la distribution de probabilité

Le choix de la distribution de probabilité est primordial dans le calcul des VaRs paramé-
trique et de Monte-Carlo. Généralement, nous utiliserons une loi normale ou log-normale pour
modéliser les facteurs F (t). Cela implique que la distribution de F (¢) est entiérement détermi-
née par les deux premiers moments p et . L’utilisation en Finance de la normalité repose sur
des arguments de facilité d’utilisation. Mais nous savons depuis fort longtemps que les séries
financiéres ne sont ni normales ni log-normales. En revanche, il est facile de calculer la variance
d’une combinaison des composantes d’un vecteur gaussien. De méme, la simulation de nombres
aléatoires normaux est trés aisée a partir d’'un générateur de nombres aléatoires uniformes pour
le cas & une dimension, ou d’une décomposition de Cholesky ou en valeurs singuliéres pour le
cas & plusieurs dimensions.

Certains auteurs ont tenté de justifier le recours & la loi normale par le théoréme central-
limite qui établit la convergence vers la loi normale sous des hypothéses peu contraignantes. Soit
(Xy) une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées, alors

=, N(0,1) (9)

" X; —E(X;)
~ o (Xi)Vn

Cependant, la convergence en loi n’est rien d’autre qu'une convergence des fonctions de réparti-
tion. Cette convergence est beaucoup plus rapide dans les régions proches de la moyenne. FELLER
[1968] a d’ailleurs montrer que I’approximation n’est valable qu’autour de ni écarts-types de la
moyenne. Nous pouvons alors facilement construire des exemples qui illustrent le probléme du
théoréme central-limite dans la méthodologie VaR paramétrique. I’exemple suivant est proposé
par BOULIER, BRABANT, DALAUD et DIEU [1997]. Les auteurs considérent un modéle macro-
économique de type APT ot les rentabilités sont décrites par I’évolution aléatoire d’une trentaine
de facteurs économiques, qu’ilgs supposent indépendants et de méme loi. L’approximation n’est
alors valable qu’autour de 301 ~ 12.819 écarts-types de la moyenne. Or I’écart-type de la loi
normale résultante est /30 ~ 5.477 fois plus grande que I’écart-type initial. Cela implique que
Papproximation n’est plus valable au dela de la probabilité de 99.04%. Pour cet exemple, les
VaRs au-dela de 99% ne font plus partie du domaine de validité de I’approximation par la loi
normale. Dans le cas des portefeuilles de taux d’intérét, il est recommandé d’utiliser au moins 13
facteurs. En utilisant le méme raisonnement, cela voudrait dire que les VaRs au-dela de 97.12%
sont en dehors du domaine de validité défini par Feller.

Comme nous l'avons déja signalé, la variable aléatoire X de loi normale N (i, o) est entie-
rement caractérisée par ces deux premiers moments p = E(X) et 02 = E <(X - ,u)2>. Nous
rappelons que cette fonction de distribution est utilisé en finance car elle est facilement manipu-
lable, mais il existe de nombreux travaux qui présentent des arguments contredisant 'idée que
les variations des prix des actifs sont normaux (ou log-normaux). Cela vient notamment du fait
que les moments d’ordre 3 et 4 d’une série financiére sont trés différents de ceux de la loi nor-
male. La skewness ¢ (ou moment centré d’ordre 3) est un coefficient d’asymétrie de la fonction

3La valeur de la probabilité qui définit le domaine de validité est ® (n»_lt>.
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de densité, alors que la kurtosis £ (ou moment centré d’ordre 4) est une mesure d’aplatissement.
Nous avons

E ((X - u)?’)

¢ = =
E ((X - u)4)
K = —

Pour la loi normale, ¢ et x valent respectivement 0 et 3. Si ¢ < 0 (resp. ¢ > 0), on dit que la
distribution est asymétrique a droite (resp. & gauche). Lorsque k est supérieur a 3, la distribu-
tion présente des queues épaisses (elle est lepto-kurtique). Le graphique (2) présente différentes
fonctions de densité?. Lorsque les distributions présentent des queues de distribution épaisses, le
quantile « est alors bien au dela (en valeur absolue) du quantile gaussien correspondant. Prenons
par exemple la figure en bas & gauche. Celle-ci contient le graphe des fonctions de répartition
pour le segment = € [—3, —2]. Pour la loi gaussienne, nous vérifions bien que le quantile & 1% est
—2.33. Or pour cette valeur, la quatriéme distribution présente une valeur de 5% pour la fonction
de répartition. Le quantile & 1% est en fait bien au-dela de —2.33. Le graphique (3) correspond
a I’évolution du cours du titre Barclays depuis 1994. Nous avons estimé la fonction de densité
des variations du cours et comparé celle-ci avec la fonction de densité gaussienne estimée par la
méthode des moments. L’estimation classique basée sur les deux premiers moments ne permet
donc pas de prendre en compte les queues épaisses.

L’évolution du titre Barclays nous interpelle sur le probléme de la stationnarité du processus.
Nous pouvons penser qu’une approximation gaussienne ne peut étre valide que localement. Cela
pose alors le probléme de la longueur de 'historique utilisé pour la VaR paramétrique. Les
instance réglementaires exigent un historique d’au moins 1 an. Contrairement a I’idée fort
répandue que plus ’historique est long, meilleure sera la mesure des risques, nous
pensons que l'utilisation d’un historique trop long peut avoir des conséquences
néfastes sur la VaR paramétrique. Car, dans ce cas 13, il est parfaitement clair que les
propriétés d’ergodicité et de stationnarité ne sont pas respectées.

L’utilisation de la loi normale pour la VaR paramétrique n’en demeure pas moins incon-
tournable. Une maniére éventuelle de se ramener & des rendements gaussiens a été proposé
par GEMAN H., D. MADAN et M. YOR [1998]. Leur approche repose sur une échelle de temps
aléatoire appelé business-time sous laquelle les actifs suivent une diffusion log-normale. Leurs
travaux sont résumés et présentés en Annexe ?77. Dans tous les cas, que ’approximation par
la loi normale nécessite un traitement particulier ou non, il convient d’apporter une attention
particuliére a I’estimation de la matrice de covariance.

*Nous avons généré celles-ci en utilisant la fonction de densité d’Edgeworth (RUBINSTEIN [1998]) :

2
f(z)=0b(x) 1—}—%(3:37330)—1—[{2—_43( 4763:2—}-3)4-%(3:57103034—153:)

avec b la fonction de densité Binomiale.
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3.2 L’estimation de la matrice de covariance

3.2.1 Introduction

Nous notons F (¢p; N) la matrice des facteurs observés pour ¢t =tg — 1,... ,tp — N avec
[ F(to—1)" ]
F(to;N)= | F(to—n)" (10)
L F(to—N)" |

Considérons une matrice diagonale A de dimension N x N avec 1' diag (A) = 1. A est appelée
la matrice des poids des observations. Nous définissons ji et X par

p=F(t; N) A1 (11)

et

. T T

S = (F (to: N) — 16 ) A (F (to: N) — 16 ) (12)
it et 3 sont deux estimateurs des paramétres wet X de la loi de distribution N (i, ).

Dans le cadre d'une VaR, nous utilisons généralement deux types de poids :

1. L’approche standard consiste & donner le méme poids a chacune des observations. Dans
ce cas, nous avons Ay, = A\, = %

2. L’approche moyenne mobile consiste & donner des poids différents en fonction des positions
des observations. Plus la date d’observation est récente, plus le poids associé est impor-
tant. Sous I'impulsion de RiskMetrics, la méthode de la moyenne mobile exponentielle s’est

imposée. Dans ce cas, nous avons A, = (1 —A) A" 1/ (1= AN).

Le graphique (4) représente la fonction A, pour N égal a 250 jours. Nous constatons que plus la
valeur de A est petite pour les poids exponentiels, plus les observations récentes ont de I'influence
sur I'estimation. Nous remarquons aussi que les poids constants sont un cas particulier des poids
exponentiels puisque

lim (1-A)X"1/(1-M\)=—

A—1 ( ) /( ) N

Nous pouvons aussi nous intéresser & la contribution des n premiéres observations, c’est-a-dire
n

a la somme Z . Apn. Sur le graphique (5), nous voyons parfaitement le caractére exponentiel
1=

de la méthode RiskMetrics. Ainsi, pour A = 0.94 (valeur retenue par RiskMetrics), 50% des poids

concernent les 12 premiéres observations®.

A titre complémentaire, 75% et 95% des poids correspondent aux 23 et 49 premiéres observations.
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3.2.2 Un exercice de backtesting

Ce paragraphe s’attache a4 déterminer la maniére optimale de calculer la matrice de cova-
riance. Notre approche se base sur le calcul du nombre d’exceptions observées sur un historique
des cours d’établissements financiers depuis 1994.

Nous nous plagons dans le cadre d'une VaR analytique sous I’hypothése de rendements
gaussiens. Nous sommes donc en mesure de déterminer un intervalle de confiance & une certaine
probabilité & partir des deux premiers moments. Nous comparons ici de maniére qualitative
la validité de ces intervalles de confiance selon la méthode choisie pour 'estimation des deux
premiers moments. Les résultats qui suivent permettent de visualiser de maniére dynamique les
caractéristiques sur la VaR associées & ces méthodes.

Les estimateurs retenus pour le calcul des rendements moyens et des volatilités sont les
méthodes de poids constants et de poids exponentiels (A = 0.94). L’enjeu inhérent au choix de
la méthode d’estimation de ces paramétres est capital ; il s’agit d’obtenir une réactivité optimale
aux variations du marché, tout en conservant une inertie suffisante pour ne pas trop sur ou
sous-estimer les variations possibles. A priori, une méthode reposant sur des poids constants
accusera un petit peu de retard pour réhausser son niveau dans une période a forte volatilité.
De méme, la méthode reposant sur des poids exponentiels risque de largement sur-estimer la
VaR aprés une courte période d’agitation.

Afin d’illustrer ce phénomeéne, nous proposons par la suite d’étudier le nombre d’exceptions
observées sur le cours de certains établissements financiers par période. Une exception est définie
comme une valeur du titre en dehors de l'intervalle de confiance prévu. Nous considérons les cas
de positions longues et courtes sur un titre, ce qui nous ameéne & définir des bornes supérieures
et inférieures de notre intervalle. Nous nous sommes attachés a respecter les critéres quantitatifs
de la Commission Bancaire pour le calcul de la VaR. Ainsi avons nous retenu un niveau de
confiance de 1% sur une période de détention de 1 jour. De méme, I'estimation des moments
des distributions des rendements quotidiens ont été calculés sur un historique d’un an renouvelé
tous les trois mois. Tout ceci nous a permis de déterminer les séries des deux bornes L% et L¢
de notre intervalle pour les rendements journaliers :

LY = p—® 10.5%) x oy
LY = p+91(0.5%) x oy

ott @71 (0.5%) est le quantile & 0.5% de la loi normale centrée réduite (@1 (0.5%) ~ 2.575). u,
et o, sont respectivement la moyenne et 1’écart-type estimés du rendement & l'instant ¢.

Nous sommes alors en mesure de déterminer les valeurs up et down du cours & 1 jour avec un
intervalle de confiance de 99%. Nous comptons alors le nombre de fois ou le titre est sorti de cet
intervalle sur chaque période de 3 mois (environ 60 jours). Les graphiques suivants représentent
les mouvements des titres des grands établissements financiers par rapport aux intervalles cal-
culés avec les poids constants et exponentiels, ainsi que le nombre d’exceptions constatés au
cours des périodes. Ceci nous donne une bonne idée des avantages et inconvénients des deux
méthodes d’estimation des moments. En fait, ’exemple de la Société Générale est particulie-
rement intéressant, puisqu’il comporte une longue période de stagnation pendant laquelle les
deux méthodes sont équivalentes et performantes. Aux premiers chocs, la méthode aux poids
constants réagit trop tard et accuse 3 et 5 exceptions sur 60 observations (périodes 9 et 10),
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alors que la méthode aux poids exponentiels encaisse trés bien le choc. De méme, lors de la
crise de 'été 1998 (période 16), la méthode aux poids constants réagit beaucoup trop tard et ne
passe pas le backtesting. D’un autre coté les 1égéres périodes de flottements suivies de brusques
variations mettent en défaut les poids exponentiels (périodes 11 et 18). Du fait d’une période,
méme courte, relativement calme, la volatilité calculée & partir des poids exponentiels a trop vite
chuté et sous-estime les variations possibles du cours. Enfin, nous devons mentionner le cas de la
période 6 qui correspond & une période de stabilité exceptionnelle, ce qui entraine une variance
pour la période 7 quasi nulle lorsque celle-ci est calculée avec la méthode des poids exponentiels.
Cela explique le nombre d’exceptions relativement élevé de la VaR RiskMetrics sur cette période
relativement calme.
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const. low
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exp. low
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é 6 [JPoids const. M
._g M Poids exp.
2,51 7 M
o
%4t
nﬂ)
’Ugi
(o)
szt Z Z
L / /
Sih | ¢ a0 :
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Pe’'riode
Fic. 6:

L’exemple de la Société Générale illustre la nécéssité et la difficulté d’obtenir a la fois de la
réactivité lors de périodes d’agitations et de I'inertie pour les fausses périodes de calme. RiskMe-
trics nous recommande de prendre A = 0.94. Ceci implique que 95% de I'information est contenue
dans les trois derniers mois. Outre le fait que cela pose quelques problémes pour ’estimation
des matrices de covariance de dimension trop grande, on peut s’interroger sur la mémoire de
tels processus. En effet, méme si les toutes derniéres informations contribuent énormément & la
détermination du moment, signe de réactivité forte, les informations de plus de trois mois ne
jouent plus aucun role, signe de faible inertie.

Les résultats qui suivent traitent donc de 'influence de A sur la qualité de la VaR analytique.
Nous avons fait varier A de 0.9 a 0.999, et nous avons comparé le nombre d’exceptions observées
sur les périodes de trois mois suivant ’estimation des moments. Sans pour autant que ce résultat
puisse étre généralisé, I'étude des séries des cours sur les établissements financiers pousse & choisir
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un coefficient A favorisant une mémoire plus longue, c’est—a-dire une inertie plus importante. 11
semble, de maniére qualitative, que la valeur optimale de ce coefficient dans ce cas
14 soit de 1’ordre de 0.96.

Nous notons, toutefois, que la valeur optimale de A\ est susceptible de varier
selon les marchés®. Aussi, le coefficient obtenu ne peut étre adapté pour I’ensemble
des séries financiéres. Nous conseillons plutot une étude du marché a considérer au
préalable, qui permettrait de déterminer le A optimal.
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3.3 Une réflexion sur les VaRs réelle et estimée

La Value-at-Risk analytique proposée par RiskMetrics connait un véritable succés; ce succes
provient en partie de sa simplicité & étre implémentée. En effet, dés lors qu’on suppose la
normalité des distributions des rendements des actifs traités, la difficulté ne réside plus que
dans l'estimation de la matrice de covariance de ces actifs. Une formule analytique, basée sur
les quantiles de la loi normale centrée réduite, nous renseigne alors sur le risque global du
portefeuille.

6Cette étude a déja été menée par RiskMetrics, et met en évidence des différences notables de A selon les
marchés (places financiéres et produits) et la période de détention. A = 0.94 est une valeur moyenne basée sur un
critére de moindres carrés de la variance quotidienne des rendements. Dans le cadre de la VaR, nous pensons que
ce critére n’est pas le plus approprié et qu’il est préférable de considérer un critére de minimisation du nombre
d’exceptions.
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Un probléme peu abordé dans la littérature est 'influence de la précision de la matrice de
covariance sur celle de la VaR obtenue. Or la qualité de ’estimation S de la matrice de covariance
¥ est essentiellement fonction du nombre d’observations de I’historique IV et du nombre d’actifs
traités dans un portefeuille donné K. Si on suppose X constant, il semble évident que 3 sera un
meilleur estimateur de 3, lorsque N devient grand et K petit. Intuitivement, on devine que la
VaR obtenue sera alors une meilleure mesure des risques encourus.

Considérons le cas extréme ott K > N. La matrice & est alors singuliére”, alors que ¥ ne lest
pas. Ceci implique qu’il existe des portefeuilles risqués dans la réalité ayant une VaR estimée
nulle. Cet exemple illustre I'importance pour une cellule de controle des risques de connaitre
Ierreur résiduelle aprés estimation de la VaR. Notre démarche s’attachera donc & mesurer de
maniére quantitative la qualité de la VaR calculée. Plus précisément, nous étudierons les deux
cas suivants :

— Le portefeuille maximise le risque réel sous les contraintes de risque internes.

— Le portefeuille maximise le rendement sous les contraintes de risque internes.

S est de la forme

- 1 _T
S==—xT.X
N

ol X est une matrice de dimension N x K. On en déduit que :

rang($) < N < K

alors que la matrice est de dimension K.
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Nous étudierons dans les deux cas le pourcentage de la VaR réelle expliqué par la VaR
estimée. La démarche théorique présentée par la suite s’inspire essentiellement des travaux de
JU et PEARSON [1998] et reprend leur étude en considérant un cadre plus large. En particulier, les
auteurs imposent aux portefeuilles une contrainte indépendante des montants gérés et supposent
des variations des prix gaussiennes. Nous avons tenté de prolonger ces résultats en appliquant
une contrainte supplémentaire & une VaR sous rendements gaussiens.

3.3.1 Notations- VaR estimée - VaR réelle

3.3.1.1 Notations Nous considérons un trader qui traite sur K actifs indicés par k, dont
les prix & une date ¢ sont notés pf. Nous supposons que les rendements

k k
Py —Pi—1
rf =2 ——= (13)
P

suivent une loi normale multivariée. Ainsi, on définit R; le vecteur aléatoire K x 1 de composantes

rF de moyenne p et de matrice de variance-covariance X.

On représente un portefeuille par un vecteur w; & K dimensions correspondant aux sommes
investies dans chacun des titres k. La valeur du portefeuille sera noté P, avec :

K
P=) wixp (14)
k=1

On peut également s’intéresser au rendement global du portefeuille w géré par le trader. On est
alors amené a introduire le vecteur a@ & K composantes, représentant la part du portefeuille
investi dans le titre k. Plus formellement on a :

Eo .k
wy X p
af = L L (15)

k k
D wi X pt
k=1

Si w reste constant entre chaque période ¢t — 1 et t, le rendement global du portefeuille s’écrit
alors de maniére simple :

K
PO LN W (16)
Pt 1 —

3.3.1.2 Value-at-Risk réelle La derniére expression obtenue rend compte du caractére
gaussien du rendement du portefeuille. Or, la VaR est une mesure du risque & une certaine
probabilité de la valeur du portefeuille. Il revient au méme d’étudier le rendement et on définira
alors la VaR a % comme le quantile & 2% de la distribution du rendement, c’est a dire

P(X; < VaR,) = x (17)
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L’un des intéréts principaux du cas gaussien réside dans le fait que toute la distribution de X
est déterminée par ses deux premiers moments. On peut alors déduire la VaR d’un portefeuille
a partir du quantile 2% de la loi normale centrée réduite. Nous supposons par la suite que le
premier moment de X; est nul, quitte & considérer une variable translatée de p. On obtient alors,
pour un portefeuille entiérement déterminé par « :

VaR, = k;VaTSa (18)

oll a! est la transposée de a et k est le quantile 2% de la loi normale centrée réduite. Par
exemple, pour x = 1%, on a kyg = —2.326.

3.3.1.3 Value-at-Risk estimée La contrainte imposée au trader sur son portefeuille néces-
site d’estimer la matrice de variance-covariance du marché. L’estimateur obtenu permet alors
de calculer une VaR estimée qui est celle que le trader devra respecter :

VaR, = k;Va Sa (19)

Il apparait clairement que selon l'estimation de X, la VaR calculée peut sur ou sous-estimer les
véritables risques a couvrir. Nous retiendrons par la suite 2 de la forme

N
Y=Y MRR/ (20)
t=1

les A\; étant des poids associés aux observations selon leur récence et tels que

Nous nous intéresserons plus particuliérement au cas A\; = % et aucas Ay = (1 —A\) M avec A < 1
et IV suffisamment grand pour que la somme jusqu’a N soit proche de la somme infinie. Dans
ce dernier cas, bous suivrons les conseils de J.P. Morgan dans leur méthodologie RiskMetrics”™
(73] et choisirons A = 0.94.

Du fait des contraintes imposées qu’il a pu observer pendant une certaine période ou tout
simplement de I’historique des cours qui lui sont accessibles, un trader peut deviner ou du moins
avoir une bonne approximation de I'estimateur de la matrice de variance-covariance utilisée par
le controle des risques. Ce trader peut alors choisir de maximiser son risque ou son rendement,
connaissant Y, tout en satisfaisant aux conditions imposées par . La démarche choisie dans
les parties a suivre tentera donc de mesurer le biais maximum que peut obtenir un trader dans
chacun des deux scenarii considérés.

3.3.2 Calcul du biais maximum

Nous considérons ici le pire scénario, du point de vue de la cellule de controle des risques.
Nous cherchons le portefeuille qui prenne le plus de risque réel, tout en respectant les contraintes
internes évaluées par . Autrement dit, nous imaginons qu’un trader connaisse la véritable
matrice de variance-covariance® et profite de cette information pour prendre le plus de risque
possible. Cette situation se rameéne a4 un programme de maximisation sous contraintes.

11 semble du moins raisonnable de penser qu’un trader posséde d’avantage d’information sur certaines corré-
lations entre les titres. On peut alors légitimement lui accorder une meilleur approximation de X.
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3.3.2.1 Calcul théorique Nous cherchons ici & maximiser la variance réelle sur un ensemble
de répartition du portefeuille vérifiant une variance estimée mesurée. Plus formellement, nous
cherchons

max, (aT Ea)

aTia <c
e K = (22)
o Z oy = 1
i=1

Nous noterons o, la solution de ce programme et ¢, et ¢, les coefficients de Lagrange
associés aux contraintes. Les conditions du premier ordre donnent :

Za*/\— gplfla* -21=0
o TYa* <e

X (23)
Yar=1
i=1

ot 1 est le vecteur & K dimensions composé de 1. En multipliant la premiére expression par a* "

a gauche dans un cas et par 7! dans 'autre cas, ces derniéres conditions impliquent de plus :
a*TEa* = pic+ % (24)
Yo1Sar = Lor — 23911
$1 2¢1
La premiére des deux équations nous renseignent sur la variance réelle du portefeuille le plus
risqué. Nous pouvons la comparer a la variance estimée maximale imposée par le controle des
risques, en l'occurence c. La difficulté de la tache réside désormais dans la détermination la
moins cotteuse des coefficients de Lagrange.

3.3.2.2 Hypothése d’approximation Les expressions obtenues sont peu commodes d’uti-
lisation et les simulations qu’elles engendrent dépendent de nombreux parameétres (matrice X,
coefficient ¢). Le temps de calcul que requiert I’étude compléte de ce probléme devient alors
trés grand. Pour remédier a ceci, Xiogwei Ju et Neil D. Pearson [80] suppriment une contrainte.
Le probléme posséde alors une solution analytique et se raméne & un calcul de valeurs propres
de matrices & simuler. Leur approche revient & fixer une contrainte de risque indépendante du
niveau des montants gérés. Nous imposons au portefeuille de ne pas avoir une VaR estimée
supérieure & un seuil absolu, et nous cherchons & maximiser le risque réel du portefeuille, dont
la valeur n’est pas fixée et s’adapte en fonction de ¢, X et $. D'un point de vue mathématique,
nous reprenons les expressions obtenues en (23) et en (24) dans lesquelles nous supposons que %
est négligeable devant tous les autres termes. Ceci revient a supposer que la deuxiéme contrainte
intervient peu dans le lagrangien, et que la variance maximale obtenue sans tenir compte de
cette contrainte (i.e. juste astreinte a ’ellipsoide a' Lo < ¢) est peu éloignée de celle obtenue
en se restreignant également & ’hyperplan o' 1 = 1.

Cette approximation permet d’identifier plus facilement ¢, et d’avoir & faire des simulations
nécessitant moins de temps de calcul. En effet, les conditions (24) se résument a

(25)
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La deuxiéme expression souligne le fait que a™* est vecteur propre de Eilf, et surtout que
% est valeur propre de la méme matrice. La recherche de la plus grande variance réelle revient
alors au calcul de la plus petite valeur propre d’'une matrice estimée. Le choix de la plus petite
parmi les valeurs propres satisfait aux conditions du second ordre du probléme de maximisation

sous contraintes.

L’une des conséquences importantes de cette hypothése permet d’avoir & simuler des tirages
de matrices estimées qui ne tiennent pas compte de la véritable matrice de variance-covariance
Y. En fait, le calcul des valeurs propres de Y13 ne nécessite pas de connaitre X. Cela vient du
fait que nous estimons

N
=Y MRR] (26)

t=1

avec Ry qui suit une loi normale multivariée centrée de matrice de variance covariance Y. Nous
pouvons donc écrire ¥ de la maniére suivante

N
S =x? (Z Aize * 2 ) »1/2 (27)

t=1
oll z; suit une loi normale multivariée centrée réduite indépendante des autres z,. Nous notons

—

I(K, N) la matrice aléatoire qui ne dépend que de K et N définie par
- N
I(K,N)=> Mzxz (28)
=1

La matrice £ s’écrit donc 2_1/21(7(_,7\7)21/2, et on en déduit que

Sp(S™'S) = Sp(I(K, N)) (29)

o —

En particulier la plus petite valeur propre de Y15 est la plus petite valeur propre de I(K, N).

3.3.2.3 Simulations

Simulations sous approximation Nous faisons varier K de 10 & 100 titres avec un pas
de 10, et N de 100 & 500 observations et un pas de 50. Dans chacune des conﬁguratiwous
réalisons 5000 simulations de matrices de covariance estimée (i.e de tirages de matrice I(K, N)).
Pour ces matrices simulées, nous calculons la plus petite valeur propre.

Ce travail nous permet d’étudier la distribution de la part de la Value-at-Risk réelle couverte
par la Value-at-Risk estimée. En effet, Nous avons

%-R\x ke V T Sar
VaR, ko, Var" Sa

L’influence croisée de K et N sur la moyenne et I’écart-type de ce ratio se déduit des deux
graphes suivants. Pour une lecture plus précise des valeurs de la surface, les tables relatives a
ces graphiques sont présentées en annexe B.

= V¥ (30)
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Cas de la matrice de covariance estimée avec \; = %

Dans le cas ou les observations pésent tous le méme poids, 'influence de IV est évidente.
Du fait que nous considérons la matrice ¥ & estimer constante sur notre échantillon, il est clair
qu’un historique plus long permet de réduire les erreurs d’estimations des différentes covariances
a calculer. Ainsi, & K fixé, on peut lire le nombre d’observations N (K') nécessaires pour minimiser
& un certain seuil les risques non couverts par la VaR. Une autre fagon de lire ces informations
est de considérer le ratio Yalestimée .o mme I'inverse du coefficient qu’il faut appliquer a la VaR

VaR réelle
estimée pour obtenir la véritable VaR.

Graphiquement, on remarque une convergence trés faible du ratio vers 1 avec tout de méme
une forte pente positive pour des petits V. De plus, la surface de ’écart-type de ce ratio devient
trés vite relativement stable autour de petites valeurs. Le rapport écart-type/moyenne est alors
de Tordre de 3 x 1072. Ceci tend vers la détermination d’'un N optimal, pas trop couteux, avec
une erreur d’estimation mesurée et une connaissance de cette erreur assez stire.

Les conseils de RiskMetrics??[73] incitent & assigner des poids aux observations. Cette
manoeuvre permet de rendre compte du co6té dynamique de la véritable matrice de variance-
covariance. En accordant d’avantage d’importance aux informations les plus récentes, on réduit
Iinertie due & un historique trop long. La contrepartie d’une telle approche est la perte signifi-
cative d’observations apportant de I'information. En effet, si on considére des poids de la forme
A¢ = (1 — \) A\ on peut se faire une idée trés précise de l'inertie significative en fonction de X ; les
T derniéres observations comptant pour (1 — AT) de I’ensemble des poids. Autrement dit, pour
A = 0.94, 95% de 'information retenue se trouve dans les 45 derniéres observations et 99% dans
les 75 derniéres. On devine alors que dans un tel modeéle I'influence de IV se fera beaucoup moins
sentir. Ce phénoméne se traduit effectivement par ’obtention de courbes relativement plates du
ratio % a K fixé. Rien ne sert de se procurer un historique long pour calculer les ma-
trices de covariance. On remarque de plus, que lerreur commise est beaucoup plus importante.
Pour K = 20 la VaR estimée doit étre multipliée par 3 pour mesurer le risque maximal.
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Cas de la matrice de covariance estimée avec Ay = (1 — \) A

Test de I’hypothése Les résultats précédents ne doivent étre considérés que sur un en-
semble ou la contrainte supprimée intervient peu. Pour illustrer la validité de cette hypothése,
nous avons effectué quelques simulations de matrice de covariance. Pour chacune de ces simula-
tions, nous résolvons le programme d’optimisation sous contraintes (22). Nous récupérons ainsi
les coefficients de Lagrange ¢ et ¢, associés & ces contraintes. Nous sommes alors en mesure de
comparer les différents termes présents dans les expressions (23) et (24).

Compte tenu du cott en temps de calcul de telles simulations et de 'optimisation & effectuer,
nous nous sommes restreints A tester cette hypothése pour des faibles valeurs de K. En effet,
dans le cadre d'un agent traitant sur une seule courbe de taux, les méthodologies en place
actuellement relévent une quinzaine de facteurs de risque. Nous nous sommes placés dans ce
cadre. A partir d’'une matrice de variance fictive 3 de dimension 15 x 15, et de 1000 simulations
de matrice 3 estimant 3, nous tentons de mesurer I'impact de la deuxiéme contrainte dans la
solution du programme d’optimisation. Il reste a noter que 'algorithme permettant de résoudre
chaque programme (relatif & chaque ) n’aboutit pas systématiquement” et peut étre source
d’un leger biais. Toutefois, ce biais ne semble pas modifier I'ordre de grandeur des coefficients
de Lagrange.

K =15 ¢ X @ 2| lo]| | B 11
Moyenne | 3.24 x 1072 | 8.5 x 107* | 0.54 .
Ecart-type | 5.5 x 1073 | 6.4 x 10~ | 0.03 0.3

La comparaison des différents termes présents dans (23) et (24) nous laisse supposer que ¢y

joue un role suffisant pour ne pas étre négligé. Pour K = 15, méme si ‘%} peut étre considéré

-1
comme négligeable devant ¢ x @y, il est clair que %

o —

1 n’est plus une valeur propre de I(K, N) et les résultats qui en découlent sont faussés.

‘ ne l'est pas devant |a*|. Par conséquent

Remarquons, que I’approximation effectuée revient a réduire d’une dimension ’espace admis-
sible des solutions. Intuitivement, on aurait donc tendance & penser que plus K devient grand et

C N . . A ,
9Dans le cas o cet algorithme ne converge pas suffisamment vite, nous avons tout de méme conservé les valeurs
prises par les différents coefficients lors de la derniére itération.
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moins la contrainte associée a ¢, intervient. Autrement dit, la contrainte relative est plus faible
avec K. Cet argument plutdt spéculatif demande toutefois & étre testé empiriquement.

3.3.3 Application 4 un portefeuille optimisé

La partie précédente considére le pire cas du point de vue de la cellule des risques. Que ce
soit dii au hasard ou & la volonté d’un trader bien informé, nous calculions I'erreur de mesure
de la VaR du portefeuille le plus risqué dans la réalité, compte tenu des contraintes internes
imposées. Cette approche peut sembler peu réaliste et discutable quant aux hypothéses qu’elle
nécéssite. Comme alternative & cette approche, nous proposons d’étudier dans cette partie le cas
d’un trader souhaitant, non pas prendre le plus de risque permis, mais chercher le rendement
espéré le plus élevé. Ceci semble plus conforme avec le comportement reé¢l d’un agent dont
les rémunérations sont convexes avec ses résultats. Nous montrons, que dans ce cas, l'erreur de
mesure de la VaR estimée ne dépend 14 encore que de N et de K. Ce résultat ne nécessite aucune
approximation et ne repose, en fait, que sur le coté symetrique de 'erreur de I’estimation ¥ de
3.

3.3.3.1 Principe Notons p le vecteur des rendements espérés des K actifs présents dans un
portefeuille. Nous cherchons alors la meilleure répartition de la richesse pour ce portefeuille, au
sens du rendement le plus élevé. Comme dans la partie précédente, nous restreignons I’ensemble
des portefeuilles admissibles & ceux de variance estimée bornée par c. Nous cherchons alors a
mesurer ’erreur relative de la variance estimée ¢ par rapport a la variance réelle du portefeuille
optimal. Notre démarche se traduit alors par :

max ,uTa
T
a'Ya<c
S.C. K (31)
Z oy = 1
i=1

Nous noterons encore ici a*, la solution de ce programme et ¢; et ¢y les coefficients de
Lagrange associés aux contraintes. Les conditions du premier ordre donnent :

at = %E_l (1t —po1)

oll 1 est le vecteur & K dimensions composé de 1. En réinjectant la premiére expression dans les
deux autres, nous obtenons un systéme a deux équations non linéaires, dont on extrait facilement
les deux inconnues ¢; et 5.

dpfc = (u—1) =71 (u—py1) (33)
200 = 1TSS (p—gy1) (34)

Le calcul explicite de ¢, est inutile, nous ne le considérerons plus que dans le vecteur v =
1 — o1 par la suite. Le vecteur v apparait comme un vecteur de rendement espéré modifié par
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la deuxiéme contrainte. Nous montrons par la suite que ’erreur d’estimation est indépendante
des rendements espérés, et donc que ¢, n’intervient pas dans la mesure de cette erreur. En effet,
le probléme se raméne aux deux équations suivantes :

* 1 -1

= =X

o _ ) (3)
dojc = v'¥v

Ces deux équations nous permettent d’obtenir une expression pour le ratio écart-type estimé sur
écart-type réel du rendement du portefeuille. Comme dans le premier cas étudié, nous aboutissons
a des simulations ne faisant intervenir que K et V.

=
Va* Yot

R = —m— 36
Var' Sar (36)
$-1
of = e (37)
VvTy-1ly
Apres simplification, nous obtenons
R ViTS-1y
~ T /-~
JEw) = (5w)
Nous faisons de nouveau intervenir le fait que
S = 212[(K, N)s'/?2 (38)
avec
. N
IE,N)=> Xzxz' (39)
t=1

oll z; suit une loi normale multivariée centrée réduite indépendante des autres z,. Nous notons
ici que 1 (E,TV) est un estimateur de la matrice identité de dimension K, cette estimation étant
d’autant meilleure que N est grand. L’écart entre I (?(,TV) et la matrice identité est a prior:
7équirépartie” dans 'espace. On devine alors que la direction du portefeuille optimal importe
peu sur 'erreur d’estimation de la variance de ce portefeuille. De maniére plus formelle, on a

VE 1) RN (3 1)
1 —

R—
VE12) IEN) TEN) | (512)

(40)

puisque la direction de v n’intervient pas nous le ramenons a un vecteur arbitraire par l'inter-
médiaire d'une isométrie. Nous prenons comme vecteur arbitraire z = (1,0, ...,0) ' ' et nous
considérons l'isométrie T telle que

TS~V = ax (41)

YN’ importe quel vecteur de norme 1 convient. Le choix de ce vecteur est purement arbitraire et repose sur une
simplification des calculs pour les simulations ultérieures.
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ol @ est la norme de ©71/2p11 L’intérét de cette opération est clair; nous changeons de base

—_—
par le biais d’une isométrie qui ne change en rien la loi de I(K,N) et nous nous ramenons a
un vecteur de base x simple et indépendant des parameétres initiaux p, 2 et 3. De plus T étant
une isométrie, nous avons 71 = T'" et donc

\/xT <TTI(7(,TV)1T> @

R= (42)
—— -1 _— 1
\/mT (TTI(K,N) T) <TTI(K,N) T>az
qui est de méme loi que
— -1
TI(K,N
R— z'I(K,N) =z (43)

-1 ——

\/ JTIEN) KN o

x étant fixé et I(K, N) ne dépendant que de K et N.

3.3.3.2 Simulations La encore, nous faisons varier K de 10 & 100 titres avec un pas de 10,
et N de 100 a 500 observations et un pas de 50. Dans chacune des configurations nous réalisons

5000 simulations de matrices de covariance estimée (i.e. de tirages de matrice I(K,N)). Pour

. . 4 vV a*Tfla* : 4 )
ces matrices simulées, nous calculons R = WA qui représente en quelque sorte l’erreur
a* Xa*
d’estimation de la VaR.

Dans le cas de poids homogeénes, L’influence croisée de K et N sur la moyenne et I’écart-type
de ce ratio est présentée sur les deux graphes suivants. Pour une lecture plus précise des valeurs
de la surface, les tables relatives & ces graphiques sont présentées en annexe B.

Cas de la matrice de covariance estimée avec \; = %

1Plus précisément

a=VVEly
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Dans le cas ot les observations pésent tous le méme poids, nous retrouvons une forte incidence
de N sur le ratio. Nous notons que les nappes obtenues sont cohérentes avec celles relatives au
risque maximal. La nappe du taux moyen lorsqu’on maximise le rendement est bien au-dessus
de celle lorsqu’on cherche & maximiser le risque. Cette nappe est tout de méme sous le plan
R =1 ce qui s’explique de maniére intuitive par le fait que par arbitrage un portefeuille & plus
fort rendement posséde un risque réel plus fort et un risque estimé éventuellement moindre.

Dans le cas Ay = (1 — A) A | les nappes obtenues sont sans surprise et cohérentes avec les
résultats de la partie précédente.

Cas de la matrice de covariance estimée avec Ay = (1 — \) \*

3.3.4 Conclusion

Cette section a tenté de quantifier le biais de la VaR estimée a partir d’'une matrice de
covariance incertaine. Du fait, d’un historique trop court ou d’une évolution rapide des marchés
quant aux corrélations entre les titres, I’erreur d’estimation de la matrice de covariance joue un
role non négligeable dans le calcul de la VaR d’un portefeuille. Notre étude se préte plutdt & un
cadre d’asymétrie d’information entre le front office et le controle des risques.

Le biais sur la VaR est fonction du portefeuille, ou du moins de la stratégie du gérant
de ce portefeuille. Aussi, nous avons considéré successivement un trader tentant de maximiser
son risque puis un trader cherchant & maximiser son rendement sous certaines contraintes. Le
premier cas nécessite de fortes hypothéses pour étre étudié, mais fournit stirement un ordre de
grandeur et une forme qualitative du biais en fonction de K et NN. Le second cas, qui a priori
semble plus correspondre au comportement des agents présents sur les marchés, et débouche sur
des simulations relativement facile a implémenter. Les résultats obtenus peuvent expliquer, du
moins en partie, le coefficient 3 affecté par la Commission bancaire aux VaR issues de modéles
internes.

4 La VaR est-elle une bonne mesure des risques ?

4.1 Le probléme de I’agrégation des risques

Ce paragraphe est consacré a 'agrégation des mesures de risques. Deux questions fondamen-
tales sont posées :
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— Connaissant la Valeur en Risque de plusieurs sous-portefeuilles, quelle est la Valeur en
Risque du portefeuille global ?

— Comment agréger une mesure de risque sur des produits linéaires et une autre mesure de
risque sur des produits non linéaires 7

4.1.1 Prise en compte de corrélations inter-marchés

Nous supposons que la mesure de risque est calculée en utilisant la VaR paramétrique. Nous
rappelons que

VaR, = 7! (a) VaTXa (44)

avec a la composition du portefeuille et X la matrice de covariance des variations des prix des
actifs. Nous notons a; et as deux sous-portefeuilles de a. Nous associons & chacune des partitions
un marché implicite que nous notons 91, N1 et M. Nous supposons que N = WDy @ MNy. Nous
cherchons donc a expliciter la relation entre la VaR globale VaR, (91) et les VaRs des deux
marchés VaR, (9M)) et VaR, (Ms). En considérant la partition par bloc conforme au découpage
du portefeuille, nous avons

X1 Yo ]
Y= 45
|: EIQ 22 ( )
Nous en déduisons que
a'Ya= a1T2131+a2TZQa2 + QaITEmag (46)
d’ou
VaRa (M) = \/[VaRa (00)]° + [VaRa (M)]* +2[0~ ()] a] Drsa; (47)

Nous obtenons finalement

VaRe (M) = \/ [VaRa ()] + [VaRa (M2)]* + 25V aRe (M) VaRe (M) (48)
alTElgag

p= 1 - (49)
(afZlal) 2 (a;Egag)

[N

Nous voyons donc apparaitre une corrélation implicite p qui permet effectivement d’agréger les
VaRs en utilisant une forme quadratique. La difficulté principale réside alors dans la détermina-
tion de p. En effet, la corrélation implicite des deux sous-portefeuilles dépend de leur composition
et de la matrice de covariance entre les deux marchés.

Remarque 1 p est un scalaire et non une matrice de corrélation. C’est pourquoi nous pouvons
l'assimiler & une corrélation tmplicite entre les marchés 9y et My conditionnelles aux
positions tenues sur ces marchés

Nous considérons plusieurs cas (que nous assimilons a des régles) :
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1. Cas général

Dans ce cas, p dépend des positions a; et as. Il n’est pas possible de réduire la complexité
du probléme. Cette solution n’est pas satisfaisante, puisqu’elle nécessite 'estimation des
covariances entre les titres 91y et My. Or, la segmentation du marché principal en deux
sous-marchés n’est intéressante que si elle permet d’éviter la connaissance exacte de Xqo.
Pour s’en convaincre, on imagine mal pouvoir estimer la matrice de variance-covariance
globale du marché (dont la dimension est égale au nombre total de titres traités sur 'en-
semble des marchés financiers) avec un historique de données de l'ordre de quelques cen-
taines d’observations.

2. Y190=0
Dans ce cas, il n’y a pas de corrélation entre les marchés 991, et 9. p prend la valeur 0 et
nous retrouvons le résultat classique :

VaRy (M) = \/ [VaR, (9)]* + [VaR, (9)]?
< VaR, () + VaR, (M) (50)
En l’absence de corrélation entre les marchés, la Valeur en Risque globale est inférieure a

la somme des Valeurs en Risque de chacun des marchés. La formulation exacte de la VaR
est

VaR, (9M) = \/Z [VaRa (M)]°  avec M =P M, (51)

2

3. rang(X12) =1
L’idée est ici de considérer les sous-marchés comme suffisament homogénes et de retenir
uniquement une corrélation globale entre les marchés. On peut penser par exemple a
prendre certains indices pour refléter les évolutions des sous-marchés et de calculer les
corrélations entre ces indices. De maniére plus formelle, nous avons :

212 = ,00'10';r (52)

oll o1 et o9 sont les vecteurs des volatilités respectivement des titres des marchés 1 et 2,
et p est la corrélation des indices des deux marchés. Cette représentation se traduit par
le fait que la corrélation de n’importe quel titre du marché 1 avec un titre quelconque
du marché 2 est p. Ceci permet de conserver la structure de volatilité des titres des deux
marchés pour le calcul de la VaR et nous aboutissons & une mesure du risque agrégé qui
ne dépend plus que des positions prises sur les deux portefeuilles.

VaRg (M) = (1 + )7 x \/ [VaR, (01)]% + [VaR, (M) (53)
avec
T T
a; 21a1+a2 Yoas

Il faut noter que l'intérét de cette approche réside dans le fait qu’elle ne nécessite au-
cune estimation supplémentaire, puisque les vecteurs o et o4 se lisent sur les diagonales
des matrices X7 et Xo. Cependant, elle nécessite la connaissance des compositions des
portefeuilles.
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La maniére la plus simple, sans étre pour autant la plus fiable, de prendre en compte les
interférences entre les deux marchés est d’assimiler chaque marché 91; a un titre composite
%;. Le portefeuille a correspond alors a deux positions longues sur %7 et To. Et nous
utilisons la formulation (48) en remplagant p par une corrélation composite entre My et
Miy. Chaque marché correspond & un seul actif. Nous en déduisons que

, _ o2

ST

= P12 (55)

La corrélation implicite correspond donc & la corrélation p,, entre les deux actifs et nous
avons

VaRa (M) = \/[VaRe (0] + [VaRa (M) + 2p15VaRa (D) VaR, (M) (56)

L’annexe C contient différents exemples numériques. Pour chacun de ces exemples, nous
avons calculé la VaR globale ® = VaR (9M), la VaR de chacun des sous-portefeuilles $; =
VaR (M) et Ry = VaR (My), ainsi que les quantités R, = \/ [VaR (91)]* + [VaR (My)]? et
Rp = VaR (M) + VaR (My). Nous avons aussi déterminé les valeurs prises par p et p. Enfin,
p correspond & une corrélation implicite qui permet de segmenter les marchés, c’est-a-dire que

nous avons

VaR, (M) = \/ [VaRa (9)]* 4 [VaRa (92)]* 4 2p (@~ ()]*a] o107 as (57)
et donc
[VaR, (M) — [VaR, (M)]* — [VaR, (M)]°
2[®-1 (a))*al o10] ay
Il ressort de ces quelques simulations que ’agrégation pose véritablement de gros problémes. La

somme des VaRs apparait comme une mesure trop conservative. Et 'utilisation d’une corrélation
implicite nécessite beaucoup de précautions pour étre utilisée.

p= (58)

Le probléme de 'agrégation des risques est trés peu traité dans les méthodologies rencontrées
dans la littérature. La segmentation des marchés permet de regrouper des risques plus homogénes
entre eux et nous pouvons obtenir un calcul de risque agrégé de facon trés simple. D’un autre
coté, la prise en compte des corrélations inter-marchés est plus rigoureuse mais stirement trop
cotiteuse. C’est pourquoi il est difficile de se prononcer entre cohérence et rigueur. Néanmoins,
nous déconseillons d’appliquer de maniére systématique une agrégation des risques par simple
addition des valeurs en risque de chacun des sous-portefeuilles. Nous recommandons plutot une
méthode qui consiste & assimiler chaque marché & un titre composite. Cependant, dans ce cas
14, plusieurs questions se posent :

1. Le calcul des corrélations implicites entre les sous-marchés peut-il étre basé sur celui d’in-

dices représentatifs des sous-marchés?

2. Quelle est la pertinence de cette méthode lorsque les sous-marchés présentent des corréla-

tions élevées?

3. Quelle est 'ordre d’erreur de cette méthode ?

4. Ces corrélations, si prises en compte, sont-elles stables ?
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4.1.2 Probléme de sous-addditivité

En ce qui concerne la question de l’agrégation lorsque des mesures de risque concernent
les produits optionnels, il existe une nouvelle fois aucune réponse et le probléme est encore plus
technique que précédemment. Considérons par exemple une VaR linéaire sur taux et une VaR sur
les produits optionnels de taux. Nous voyons bien que la VaR option est fortement liée & la VaR
taux, puisqu’elle doit prendre en compte le risque de taux. D’un c6té, nous avons I'impression de
comptabiliser certains risques plusieurs fois, d’un autre co6té, rien ne nous garantit que le risque
n’est pas plus grand que la somme des deux VaRs'?.

En second lieu, la question de I'agrégation aborde le sujet délicat de la cohérence de la VaR en
tant que mesure des risques. D’aprés 'axiomatique développée par ARTZNER, DELBAEN, EBER
et HEATH [1998], la VaR ne vérifie pas la propriété fondamentale de sous-additivité!3. Deux types
de mesures R cohérentes du risque ont alors été proposés. Soit X la variable aléatoire décrivant
la position nette du portefeuille, EMBRECHTS, KLUPPELBERG et MILKOSH [1997] définissent &
de la facon suivante :

R=E[-X|X <z (59)

Dans ce cas, ® n’est plus un quantile (comme pour la VaR), mais l'espérance de perte au
dela d’un certain quantile (qui pourrait étre éventuellement le niveau de la VaR). ARTZNER,
DELBAEN, EBER et HEATH [1997] ont suggérée une deuxiéme mesure de risque proche de la
précédentel? :

%zsup{E[—X\XSx_,P:p”pEp} (60)

avec p l’ensemble des distributions de probabilités des états de la nature. p, aussi appelé ’en-
semble des “scénarios généralisés”. Dans ce cas, pour chaque scénario appartenant a g, on calcule
I'espérance de perte (z= = 0) ou 'espérance de perte au dela d’un certain quantile (z~ < 0),
puis on détermine la plus grande valeur parmi tous les scénarios de g.

4.2 La théorie des valeurs extrémes

4.2.1 Une introduction heuristique des extrémes

La distribution gaussienne est parfaitement caractérisée par ses deux premiers moments. La
connaissance de la moyenne et de la variance permet alors de calculer tous les quantiles. Avec
I’hypothése de normalité, I’analyse statistique porte donc sur les caractéres les plus visibles et
les plus faciles & interpréter. La gestion du risque est une gestion des événements inattendus, des
événements rares. Avec la distribution gaussienne, ces événements ont un caractére “predictable”.

2 Considérons par exemple le portefeuille composé de deux options binaires X; et X, dont les sous-jacents sont

indépendants, et dont le domaine d’exercice de chacune des deux options est de 99.2%. On a alors :

VaR(X) + Xo) = 1
Var(X,) = Var(X2) =0

13Cela veut dire que la VaR globale de deux portefeuilles peut étre supérieure a la somme des VaRs individuelles
des deux portefeuilles!
"Te lecteur peut aussi consulter [47], [48] et [67] pour d’autres travaux sur les mesures de risque cohérentes.
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Et rien ne sert pour cela d’étudier leur fréquence, puisque celle-ci se déduit des deux premiers
moments.

Contrairement a I'inférence statistique gaussienne, la théorie des valeurs extrémes consiste a
analyser les occurences qui présentent des fréquences tres faibles. Considérons la figure (9). Nous
avons représenté sur celle-ci la fonction de densité!® des variations normalisées du cours de la
banque LLOYDS/TSB pour la période allant de janvier 1994 a juillet 1999. L’analyse gaussienne
consiste a se focaliser sur les événements qui sont concentrés autour du mode de la fonction de
densité. Cela revient a s’éloigner suffisament pour ne distinguer que la forme générale sans
considérer les parties accidentées de cette fonction de densité. La théorie des extrémes consiste
a se rappocher, a opérer des agrandissements afin de mieux visualiser les parties extrémes de la
fonction de densité. Cela implique qu'une grande partie des données n’est pas intéressante lors
de I’analyse. Seules les observations qui présentent un intérét pour modéliser les extrémes seront
utilisées.

LLOYDS/TSB PLC
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Par exemple, si nous étudions la distribution jointe des cours BARCLAYS et LLOYDS/TSB,
les observations qui sont proches du centre de ’ellipse de covariance gaussienne contiennent de
I'information trés peu utilisable pour modéliser le risque associé a un portefeuille composé de ces
deux titres. L’'information pertinente correspond en fait aux observations qui sont & ’extérieur
des ellipses de covariance 95% et 99% (voir la figure (10)). Et nous voyons notamment que
I'utilisation d’une distribution normale & deux dimensions n’est pas appropriée pour modéliser
la loi jointe des cours LLOYDS/TSB et BARCLAYS, puisque de nombreuses réalisations sont

Yestimée par la méthode non paramétrique du noyau d’Epanechnikov.
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dans des domaines qui présentent des occurences tres faibles (qui sont égales numériquement a
7610).

Scatterplot des variations historiques Ellipse de covariance gaussienne
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Il faut bien comprendre que la théorie des valeurs extrémes, méme si elle est liée aux
recherches dans le domaine des queues épaisses, n’est pas un outil de modélisation du
caractére leptokurtique d’une distribution. En fait, elle permet de caractériser la loi des
extrema. Dans la section précédente, nous déterminions la distribution des minima & partir de
la fonction de densité qui les engendrent. La théorie des valeurs extrémes va nous permettre,
en particulier, d’estimer directement la distribution & partir des données. L’idée est donc la
suivante :

4.2.2 L’analyse du worst case scenario

Le “worst-case scenario” (ou WCS) est tres lié a la théorie des extrémes. BounoukH, RI-
CHARDSON et WHITELAW [1995] définisse 1’analyse WCS de la facon suivante :

WCS asks the following question : what is the worst that can happen to the value
of the firm’s trading portfolio over a given period (eg, 20 trading days) 7

Elle consiste a diviser une période de référence T en N sous-intervalles de méme longueur. Soit
X, la variable aléatoire décrivant la position nette du portefeuille pour le n-iéme sous-intervalle.
Dans ce contexte, nous pouvons définir la mesure de VaR & partir du nombre de sous-intervalles
qui présentent une perte supérieure a une valeur donnée =~ :

N
anl 1[Xn§m7] .

N =1l—-« (61)
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avec « le seuil de confiance. Présenté de cette facon, = n’est rien d’autre que la mesure VaR.
En revanche, ’analyse WCS considére la distribution de la perte maximale (ou la fonction

de distribution du pire) parmi les sous-intervalles. On cherche donc & caractériser la fonction
Xp,--.,XnN). Si nous supposons que les variables

de distribution Gy de xy = min(X7y,...,
aléatoires X,, sont indépendantes et de méme loi de distribution F, nous avons

Gy (@) = Pr(xy<a)
1-Pr(Xys>az,..., Xp>2,..., Xy >2)

= 1-[1-F(@)" (62)

Notons gy et f les fonctions de densité correspondantes, nous pouvons montrer facilement que
N-1
gn () =N x[L=F ()] f(2) (63)

et
(64)

Gyl (a) =F! (1 (1 a)%)

G&l () est donc le quantile de la fonction de distribution du pire. A titre d’illustration, nous
avons représenté sur le graphique (11) les fonctions WCS de densité et de répartition pour une

loi normale et une loi de Student & un degré de liberté.
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Remarque 2 Lorsque N est égal a 1, c’est-a-

dire lorsque nous ne considérons qu’un seul jour

de trading, nous avons Gy (z) = F (), g1 (v) = f(z) et G]'(a) = F~1(a). Dans ce cas,

’Gfl (a)| est exactement la Valeur en Risque.

33
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}Gﬁl (a)‘ apparait comme une extension de la mesure VaR. Nous notons celle-ci Rywcg. Cette
mesure de risque dépend donc de deux parameétres, N le nombre de jours de trading et « la
probabilité!® que la perte dépasse Rweg. Prenons un exemple. Nous supposons que la position
nette du portefeuille X suit une loi gaussienne standard A (0, 1). Nous avons reporté les valeurs
prises par ‘Gﬁl (a)} dans le tableau suivant :

[N—a] 05% 1% 5%  10% |

1 2.5758 2.3263 1.6449 1.2816
5 3.0896 2.8769 2.3187 2.0365
10 3.2899 3.0889 2.5679 2.3087
100 | 3.8900 3.7178 3.2834 3.0748
250 | 41069 3.9432 3.5334 3.3384

Lorsque 'horizon considéré est un jour de trading et pour « égal & 1%, la mesure de risque
est bien égale & 2.33, la Valeur en Risque. Lorsque nous prenons 5 jours de trading, la mesure
de risque passe a 2.88. Nous voyons bien que le risque dépend alors du nombre de jours de
trading considéré. La coubure de la fonction }G;]l (04)‘ en fonction de N nous donne une certaine
vision “dynamique” du risque!”. A partir de la fonction de distribution du pire, nous pouvons
construire d’autres mesures de risque. Par exemple, nous pouvons considérer 1’espérance du pire
n (V) définie par

n(N) = —Exy]
—N x /[1 —F @)V f(x)wda (65)

Comme le montre le graphique (12), cette espérance du pire dépend fortement de la fonction de
densité et notamment de la queue gauche de celle-ci. Nous voyons clairement que dans le cas
ou la fonction de distribution des pertes potentielles est leptokurtique (cas de la Student T1),
la différence de risque entre cette distribution et la distribution gaussienne estimée peut croitre
trés fortement avec V.

On associe généralement 1’analyse WCS aux simulations de crises, car elles sont toutes les
deux liées a la notion de temps de retour. En général, une méthodologie VaR a du mal a
appréhender les crises. En effet, les temps de retour basés sur les VaRs manquent généralement
de réalisme. L’analyse WCS ou la théorie des extrémes, qui fait I'objet de la prochaine sous-
section, sont des outils plus adaptés dans ces cas-1a (BOULIER, BRABANT, DALAUD et DIEU
[1997]) :

On remarque d’abord le réalisme des résultats obtenus par la méthode statistique
des extrémes. Ainsi, lors du krach d’octobre 1987, la variation quotidienne la plus
forte de I'indice MSCI France fut de 8.4%. Cette chute correspond a une durée de

16Nous avons donc

awces = 1 — avar

'"Cependant, comme les variables aléatoires X, sont indépendantes, cette dynamique ne tient pas compte des
effets de contagion.
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Distribution gaussienne N(0,1)
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retour estimée a treize ans par la méthode des extrémes, alors que I’approche par la
loi normale fournit une durée de retour de 'ordre de dix milliards d’années. Ici la
méthode paramétrique est mise en défaut parce que le quantile considéré (99.97%)
a trait a un événement trés rare.

4.2.3 La théorie classique

4.2.3.1 Présentation des 3 lois d’extrémes Nous reprenons les notations introduites
pour définir la distribution du pire. Nous considérons N variables aléatoires X1,... ,X,,... , Xy
indépendantes et de méme loi de distribution F dont nous cherchons a étudier le comportement
des extrémes x = min (X1,...,Xn,... , Xn) et Xp = max(Xi,..., Xn,... ,Xny). Pour cela,
nous pouvons utiliser la statistique d’ordre Y sur X, c’est-a-dire que nous avons

Xy=Y1< <Y, < <VYn=x} (66)
N)

. . L k(
Considérons alors la variable aléatoire A = g . i (Y,). EMBRECHTS, RESNICK et SAMOROD-
n—

NITSKY [1997] donnent différents exemples d’utilisation de A en finance :

- Sih(y) = ﬁ xy, A correspond a la moyenne des k (IV)-iémes pertes les plus importantes ;
- Sih(y)=(y —y), et k(N)= N, A représente la somme des pertes plus grandes qu'un
seuil ;

- Sih(y)=yetk(N)=aN, A est le quantile a de X.

Avec la théorie des extrémes, nous nous intéressons directement & A = Y7 et A = Y. Pour cela,
nous avons besoin du théoréme de Fisher-Tippet qui permet de caractériser la loi de distribution
des extrémes :
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Théoréme 1 (Th. 3.2.3 de Embrechts, Kliippelberg et Mikosch (1997)) Supposons N
variables aléatoires X1,... ,Xn, ... , Xy indépendantes et de méme loi de distribution F. S’il
existe des suites an et by et une distribution limite non dégénérée G telles que

b
lim Pr (M < ZL’) =G (x) VrzeR (67)
N—o00 an

alors G appartient & ['un des trois types suivants de distribution :

Type |  (Frechet) G (z)= { Sxp (—a—2) i i 8 g(x) = { ¥

o a—1 «
Type Il (Weibull) G(:v):{ ‘iXp(_ (=2)%) iig g(x):{ a (=) exp (= (—x)%)

Type lll (Gumbel) G (x) =exp(—e®) reR g(x)=exp(—x—e®)

C’est I'un des résultats les plus importants de la théorie des extrémes : sous certaines conditions,
la loi de distribution des extrémes est I'une des trois lois paramétriques précédentes. En fait,
nous pouvons caractériser ces trois types de distribution par une distribution unique (COLES et

TAwN [1999)) :
G(x):exp{—[urf(x;”ﬂ%} (68)

défini sur le support A = {z: 1+ ¢ (%5£) > 0} et que nous notons G (i, 0, &). Cette fonction de
distribution correspond & la loi de probabilité de Von Mises, mais elle est plus connue sous le
nom de “Generalized Extreme Value distribution” (GEV). Nous avons alors les correspondances
suivantes :

Frechet ¢=a1 >0
Weibul ¢é=-a1<0

Gumbel ¢ —0

Remarquons que les parameétres i et o sont en fait les limites de by et ap. A titre d’illustration,
voyons quelques exemples de distribution GEV. Pour cela, nous pouvons facilement montrer que
la fonction de densité correspondante est

O R R I B

Les graphiques (13) et (14) présentent des fonctions de densité et de répartition pour différentes
valeurs de paramétre. Lorsque p varie, nous remarquons une translation des fonctions. p est donc
un parameétre de localisation. o joue le role d’une variance, c’est pourquoi nous le considérons
comme un parameétre de dispersion. Enfin, le parameétre £ est lié au caractére leptokurtique
de la fonction de distribution F. C’est pourquoi on lui donne généralement le nom d’indice de
queue ou d’indice de valeur extréme (DREES [1997]).
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4.2.3.2 Quelques remarques sur les lois d’extrémes L’étude des lois d’extréme est trés
intéressante. C’est un domaine de recherche prolifique. Dans ce paragraphe, nous présentons
quelques résultats remarquables.

Remarque 3 Si nous appliquons 'analyse WCS au mazximum X}, nous avons alors

Gy(z) = F)N

g (@) = NxF (@) f(2) (70)
et
lim Gy (2) = G () (71)

1l est alors intéressant d’étudier la vitesse de convergence qui permet d’avoir une idée de la pé-
riode de référence de 'analyse WCS pour que celle-ci soit “équivalente” & la théorie des extrémes.

Voyons un exemple. Nous considérons la distribution gaussienne standard. Nous savons que la
loi des extrémes correspondante est une Gumbel. Sur le graphique (15), nous remarquons que
lapproximation de G (z) par une loi de Gumbel est moins bonne que celle de Giggoo ().

Convergence de Gy vers la distribution de Gumbel
lorsque F est gaussienne
1.50
910000
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Nous considérons maintenant plusieurs distributions : la loi gaussienne, la loi exponentielle, la loi
de Student T} et la loi a-stable symétrique'® Sy 7 (1,0, 0). Pour mesurer la convergence, COLES et

¥ voir NoLAN [1999).
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TAWN [1999] proposent d’étudier graphiquement le comportement de — In (— In (G N (%) ))
en fonction de N et de le comparer celui-ci de la loi limite. Pour les lois gaussienne et exponen-
tielle, la loi limite est la distribution de Gumbel. Pour les deux autres, c’est la distribution de
Fréchet. Le probléme est de construire les suites (ay) et (by). Pour la loi exponentielle, nous

. b . . .
pouvons montrer que si ay = 1 et by = —1In (N), XNG—N converge bien en loi vers la famille

de type III. Pour les autres lois, la connaissance des suites (ay) et (by) n’est pas toujours véri-
fice'. Dans ce cas, nous pouvons construire les suites numériquement en adoptant un critére de

bonne adéquation?’ entre Gy (x;{’]N ) et la loi limite G (z). Les résultats sont présentés sur le

graphique (16). Nous voyons ainsi que la convergence de la loi exponentielle est bien plus rapide
que celle de la loi gaussienne. Et les distributions qui ont des queues leptokurtiques (c’est le cas
des distributions T et Sp7 (1,0,0)) présentent des vitesses de convergence plus faibles.

Remarque 4 Le quantile G~ (a) d’ordre o pour la distribution GEV est donné par la formule

sutvante :

G () =p— % [1 —(~Ina)"¢ (72)

YCoLEs et TAWN [1999] fournissent deux expressions pour (an) et (bnx) pour la loi gaussienne, mais celles-ci
s’avérent numériquement non adéquates, notamment pour des faibles valeurs de N. C’est pourquoi nous avons
aussi préféré utiliser la méthode numérique de construction des suites pour la loi gaussienne.

2 1. N 4 .

20Nous avons utilisé une norme £» pour le critére d’adéquation.
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Ce quantile est donc fortement influencé?! par les deux paramétres o et €. A titre d’illustration,
le graphique (17) présente différentes courbes de quantiles en fonction de &. Intuitivement, nous
comprenons que plus la distribution F posséde de la variance et plus elle est leptokurtique, plus
ce quantile sera élévé.

50 ‘ .
/ )
/ )
o = 907 / //
40 | — o = 957 / _
- - o = 997 / //
o = 99.57 / /
— o = 99.97% | /

Fic. 17:

Remarque 5 Nous pouvons montrer que le mode de la distribution GEV est atteint pour la va-
leur p+o (1 — 5)5. Quant & la moyenne E [X;H, nous pouvons la calculer facilement en utilisant
une procédure d’intégration numérique de type Gauss-Legendre ou Gauss-Hermite.

Nous avons maintenant presque tous les éléments pour appliquer la théorie des valeurs ex-
trémes a la gestion du risque. Soit P la perte potentielle d’un portefeuille. Mesurer le risque
revient alors & analyser la loi du maximum de —P, c’est-a-dire la distribution du pire. A partir
de celle-ci, nous pouvons calculer les quantiles du pire, ’espérance ou le mode du pire, les temps
de retour, etc. Avant de voir quelques applications, il reste cependant a développer l'inférence
statistique et les méthodes d’estimation d’une distribution GEV.

4.2.3.3 Estimation des paramétres de la distribution GEV 1l existe plusieurs méthodes
pour estimer les parameétres de la distribution GEV. Nous pouvons par exemple citer les méthodes
d’estimation de I'indice de queue (de type Hill ou Pickands — voir DREES, DE HAAN et RESNICK

2
21En effet, nous avons

8(XG_1 (Ot) = m (73)
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[1998]), la méthode des moments ou encore les méthodes de seuil (basée par exemple sur la

distribution de Pareto généralisée). Mais celle qui reste la plus populaire et qui sous certaines

conditions est la plus efficace est la méthode du Maximum de Vraisemblance?®?.

Soit 8 le vecteur des parameétres. Nous avons

0= o

£

Nous considérons un échantillon de données {X;} de dimension T' = N avec ¢ € R. Nous
divisons cet échantillon en N blocs et nous définissons ;" de la fagon suivante

o :max({X1+n(t_1),t: 1,... ,cp}) (74)
L’expression de la vraisemblance de ’observation n est donc

sy =L [ () Do e ()

Nous en déduisons ’expression suivante pour la log-vraisemblance :

K(X;[;O):—lna—<1T+€>ln <1+5<@)>— {Hg(@ﬂ (76)

L’estimateur du maximum de vraisemblance correspond alors &

ol

N
Ot = 0(xit:0 77
ML argergax Z (x:t:0) (77)

n=1

avec O l'espace des paramétres. L’estimation de 'expression (77) est relativement aisée a condi-
tion de prendre quelques précautions, notamment pour la spécification de © (a cause de la
singularité au point & = 0). Pour les applications, nous avons utilisé 1’algorithme de Bryoden-
Flectcher-Goldfarb-Shanno en utilisant un jacobien analytique (voir ’annexe D.2).

4.2.3.4 Applications Nous considérons une premiére illustration. Nous simulons plusieurs
séries de données de loi G (3, 2, %) de longueur 1000. Pour chacune des séries, nous estimons les
paramétres de la distribution GEV en prenant respectivement les cinquante, cent et cing cents
premiéres observations, ainsi que I’échantillon entier. Sur le graphique (18), nous remarquons que
I’adéquation des fonctions de densité estimées a la vraie loi est meilleure lorsque nous disposons
de plus de données.

Cela peut poser des problémes importants pour I'application de la théorie des extrémes a
la mesure de risque, puisque elle nécessite un échantillon de longueur assez importante pour
obtenir des estimations “propres”. En effet, les pertes potentielles vont étre calculées comme
pour les méthodes de VaRs historique et de Monte Carlo. La différence provient du fait qu’on
ne calcule pas directement le quantile, mais qu’on estime la distribution & partir des maxima.

*2Nous utilisons ici les notations et la terminologie de DAVIDSON et MACKINNON [1993], ouvrage de référence
sur la question du maximum de vraisemblance.
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Par exemple, si nous avons un historique de 250 jours et que nous considérons des blocs de 25
jours de trading pour définir x;7, Pestimation portera sur un échantillon de 10 extrema. Nous
ne pouvons donc appliquer la théorie des extrémes que dans le cadre d’un systéme
performant de gestion de bases de données qui a été mis en place relativement to6t
afin de disposer d’historiques assez longs.

Prenons ’exemple du cours LLOYDS TSB. Nous considérons deux portefeuilles, 'un corres-
pondant & une position courte sur ce titre, ’autre étant une position longue. Nous prenons 25
jours de trading pour définir les blocs. Nous obtenons alors 58 valeurs “extrémes” qui vont nous
permettre de modéliser la distribution du pire (voir le graphique (19)). Nous estimons ensuite
les parametres de la distribution GEV pour chacun des portefeuilles. Sur le graphique (20), nous
avons reporté les fonctions de densité correspondantes?®. Nous remarquons que les distributions
sont légérements différentes. Dans le cas de la VaR analytique, les portefeuilles présentent un
risque équivalent, puisque nous avons

23 A titre d’information, nous avons obtenus les résultats suivants (les écarts-types ont été calculés a partir de
la matrice hessienne) :

Position longue Position courte

Estimation Ecart-type Estimation Ecart-type
s 0.105 0.012 0.105 0.012
o 0.076 0.013 0.069 0.015
13 0.714 0.182 1.063 0.244
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VaR 90% VaR 95% VaR 99%
Position longue 0.174 0.224 0.317
Position courte 0.179 0.229 0.330

A titre de complément, voici les quantiles correspondants aux distributions estimées®?.

G1 (0.90) G1 (0.95) G1 (0.99)
Position longue 0.531 0.890 2.8
Position courte 0.752 1.571 8.70

Pour finir ce paragraphe, nous considérons les deux événements “extrémes” du titre LLOYDS
qui ont eu lieu durant ces quatre ans. En avril 1998, le titre baisse de 0.68 en une seule séance.
En utilisant la VaR analytique, cet événement correspond & une durée de retour de 2320745
jours soit preés de 9383 années. Elle n’est que de 347 jours si nous la calculons & partir de la
théorie des extrémes. En octobre 1995, le titre augmente lors d’une séance de cotation de 0.79.
Les durées de retour sont respectivement 262 jours pour la théorie des extrémes et plus de 750
mille années pour la VaR analytique!
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4.2.4 L’utilisation des copulas

Nous avons consacré le paragraphe précédent a la théorie classique des extrémes dans un
cadre unidimensionnel. Cela implique une réévaluation du portefeuille (de facon historique

2 Pour avoir d’autres indications sur la mesure du risque, nous pourrions aussi calculer le mode, I'espérance du
pire, les probabilités d’occurence de certaines régions de risque, etc.
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ou avec une méthode de Monte Carlo) afin de calculer la mesure des risques. C’est en quelque
sorte un modele a un seul facteur. La théorie des valeurs extrémes multivariés (références [44],
[45] et [102]) est le cadre d’analyse pour étudier les extrémes si nous désirons tenir compte de
plusieurs facteurs.

Dans le cadre traditionnel de la VaR analytique, la mesure de risque est une fonction de
la variance lorsque nous considérons un seul facteur, alors qu’elle dépend des variances et des
corrélations lorsqu’il y a plusieurs facteurs. Dans le cadre unidimensionnel de la théorie des
extrémes, nous abandonnons le paradigme de la variance pour définir la mesure de risque. Dans
le cas de la théorie des extrémes multivariés, nous allons aller plus loin, puisque nous abandon-
nons aussi le paradigme de la corrélation. Dans ’article “Correlation and dependency in risk
management : Properties and pitfalls”, EMBRECHTS, MCNEIL et STRAUMANN [1999] fournissent
quelques explications :

Correlation in finance and insurance... The current quest for a sound methodo-
logical basis for integrated risk management also raises the issue of correlation and
dependency. Although contemporary financial risk management resolves around the
use of correlation to describe dependence between risks, the inclusion of non-linear
derivative products invalidates many of the distributional assumptions underlying
the use of correlation.

Correlation as a source of confusion... But correlation, as well as being one
of the most ubiquitous concepts in modern finance and insurance, is also one of the
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most misunderstood concepts. Some of the confusion may arise from the literay use of
the word to cover notion of dependency. To a mathematician, correlation is only one
particular measure of stochastic dependency among many. It is a canonical measure
in the world of multivariate normal distributions, and more generally for spherical
and elliptical distributions. However, empirical research in finance and insurance
shows that the distributions of the real world are seldom in this class.

Pour illustrer ces propos, nous avons simulé des séries de données bi-dimensionnelles présentant
une corrélation de 0.5 avec différentes distributions marginales. Les graphiques (21) sont des
scatterplots de ces séries. Méme si pour les quatre distributions, nous avons cor (X1, X2) = %,
var (X71) = var (X3) = 1, nous ne pouvons accepter I'idée de résumer celles-ci par la matrice de
variance-covariance. Si nous assimilons ces quatre séries a des séries historiques de deux facteurs,

alors elles présentent la méme Valeur en Risque si nous utilisons la méthode paramétrique.
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Nous allons maintenant définir la notion de copula, qui est une mesure de la dépendance
de structure (JOE [1997], NELSEN [1999]). Nous considérons une distribution F de dimension
N. L’idée est alors de “séparer celle-ci en une partie qui décrit la dépendance de structure et
une autre partie qui décrit seulement le comportement marginal” (EMBRECHTS, MCNEIL et
STRAUMANN [1999]).

Definition 1 Soit N variables aléatoires X1,. .., Xy de distribution jointe F. Nous considérons
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la fonction C sur [0,1)" telle que*®

F($1,...,$N) = PI{X1§$1,...,XN§$N}
= C(Fl (56'1),... ,FN ($N)) (78)
avec Fy,... ,Fy les distributions marginales. Nous appelons alors la fonction C le copula de F.

L’idée générale est donc de transformer les variables aléatoires de telle sorte que nous ob-
tenons des distributions marginales uniformes. Voici quelques exemples de fonctions copula
(CoLES, CURRIE et TAWN [1999)]) :

— Lorsque les variables aléatoires sont indépendantes, nous avons

N
F(z1,...,25) = [] Fn(2n) (79)

Nous en déduisons que la fonction copula est
C(ur,... , uny) =u1 Xug X ... X uy (80)
— Si pour tout w2, nous vérifions que z3 = F3 1 (F1 (21)), alors nous avons
F (z1,22) = min (Fy (21) ,F2 (22)) (81)
et la fonction copula est

C (u1,u2) = min (ug, ug) (82)

Voyons maintenant comment le concept de copula est lié aux mesures de risque. Plusieurs
choses intéressent un systéme de gestion des risques, par exemple les valeurs en risque associées
aux variables aléatoires X; et Xy identiquement distribuées, mais aussi la probabilité que les
réalisations dépassent ces valeurs en risque, ou encore la probabilité que ’on dépasse la premiére
valeur en risque sachant que la seconde a été franchie.

Nous considérons I'indice de dépendance extréme y défini par?®

X = lim  Pr(Xe >z X; > 1) (83)

T1——sup Azl

x est donc la probabilité limite d’un extréme conditionnelle & un autre extréme. COLES, CURRIE
et TAWN [1999] montrent alors que

= lm y() (89
avec
X () =2 - 20 (€5)

“?On montre que celle-ci existe et est unique sous certaines conditions de continuité.
26 . . . . s c . .
Par souci de simplification, nous menons I’analyse dans le cas bi-dimensionnel.

Grand Prix de la Recherche Financiére 46



Risques de Marché : Les aspects méthodologiques

La mesure y permet donc de mesurer une “probabilité de dépendance entre les extrémes”. Par
exemple, si nous lappliquons a la VaR, nous avons (EMBRECHTS, MCNEIL, et STRAUMANN
[1999)) :

X = lim Pr(X;> F;' ()] X1 > F' ()
= lirq_ Pr (Xz > VaR, (X2)| X1 > VaR; (XQ))
1-2
—  lm a+C(a,a) (86)
a—1— 1 —

Comme Y est une probabilité, le support de x est donc [0, 1]. Nous devons remarquer que cette
mesure ne dépend que de la fonction copula et est indépendante des distributions marginales.
Nous considérons maintenant une seconde mesure de dépendance X définie de la fagon suivante :

x= lim x(u) (87)
avec
In (Pr(Xs > 1))
In (Pl“ (XQ > $1| X > $1))

X (u) = -1 (88)
Une nouvelle fois, nous pouvons montrer que Y ne dépend que du copula. Ici, le support de X
est [—1, 1], tout comme le support de la corrélation.

Remarque 6 Dans le cas d’un vecteur gaussien & deur dimensions présentant une corrélation
égale a p, la mesure de dépendance X est égale a p.

Dans le cadre d’analyse gaussien, la corrélation est donc une mesure adéquate d’agrégation des
risques. Maintenant, si nous nous plagons dans un autre cadre d’analyse, la mesure de dépendance
X n’est plus égale a la corrélation p entre les données, puisque le copula change. L’agrégation des
risques par la méthode des corrélations n’est alors plus appropriée et il est préférable d’utiliser
une méthodologie basée sur x (voir BOUYE [1999)]).

Cependant, méme si 1'utilisation des copulas pour la mesure des risques est intéressante, il
n’en demeure pas moins que c¢’est un domaine de recherche relativement jeune et que plusieurs
problémes ne sont pas encore complétement résolus (estimation du copula, estimation directe
de \ a partir des données, etc).

4.3 De la VaR a I’exigence en Fonds Propres : changement d’horizon

Cette section s’intéresse au choix de I’horizon considéré et aux difficultés qu’il engendre pour
le calcul de la VaR. Selon le type d’actifs gérés, nous aurons tendance a porter notre attention
a des VaR allant de l'intra-day & quelques années. De maniére opérationnelle, les risques sont
souvent mesurés a 1 jour. Le passage & un autre horizon peut poser quelques problémes.

Le comité de Bale impose une période de détention de 10 jours pour mesurer ’exigence en
fonds propres associée a un portefeuille. Il conseille alors de convertir la VaR 1 jour a la VaR 10
jours par scaling. Le scaling consiste & multiplier la volatilité a 1 jour par v/T', T étant I’horizon
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considéré. Cette méthode souléve une certaine polémique quant & son application, et le débat
sur 'adéquation du scaling s’intensifie sans pour autant faire ressortir un consensus clair.

Nous présentons dans un premier temps les idées rencontrées dans les derniers articles publiés
sur le sujet, puis nous effectuons quelques simulations pour tester la validité du coefficient /10
pour le calcul de la VaR.

4.3.1 Quelques éléments théoriques

Au travers des différents articles sur le sujet, il ressort trois méthodes pour la conversion de
la volatilité 1 jour a une volatilité T jours :

— La premiére conseillée par RiskMetrics est la fameuse /T rule qui consiste & appliquer le
coefficient multiplicatif vT' & la VaR 1 jour. Cette méthode est appréciée principalement
pour sa simplicité et sa trés facile mise en ceuvre. Elle repose essentiellement sur une
hypotheése de normalité et d’indépendance des accroissements des prix des actifs. Ces
hypotheéses sont souvent discutées, et ne s’appliquent pas & toutes les maturités.

— L’alternative actuelle a la premiére méthode repose sur la théorie des valeurs extrémes. Elle
demande & estimer un coeflicient « représentatif de ’épaisseur des queues de distribution.
Par exemple, pour une loi de Student, « représente le nombre de degrés de liberté (ou
I’exposant caractéristique) et pour un processus ARCH, a représente le nombre de moments
finis de la distributiox} non conditionnée des innovations. Ce coefficient étant déterminé,
nous appliquons 12% T« rule, qui consiste a passer de la VaR 1 jour a la VaR T jours en
multipliant par T« .

— La derniére méthode consiste tout simplement a déterminer la matrice de variance-covariance
des rendements & T jours. Cette approche nécessite un historique assez long des données
et ne peut pas étre appliquée a tous les horizons. Toutefois, elle permet d’obtenir la vé-
ritable matrice de variance-covariance historique. Reste alors le probléme de ’adéquation
du modeéle & cette maturité.

Les articles rencontrés dans la littérature s’attachent plus particuliérement a tester la validité
de la premiére approche et a développer la deuxiéme méthodologie au travers de modéles semi-
paramétriques. il n’y a pas de consensus arrété sur la question. DIEBOLD et al. [57], [49] testent la
procédure de scaling sur des actifs soumis & une dynamique de type GARCH. Leur argumentation
repose sur la formule de Drost-Nijman qui permet de corriger la volatilité & T jours a partir de
celle obtenue a 1 jour, sous certaines conditions de régularité et pour des horizons suffisamment
longs. Leurs deux principales conclusions sont les suivantes :

— pour un horizon supérieur a 10-15 jours, la volatilité n’est pas prévisible. Autrement dit,
les modeles & volatilité conditionnelle ne sont plus valables pour 17" > 10;

— dans tous les cas, le scaling amplifie les fluctuations de la volatilité. Méme si en moyenne
le coefficient /T peut sembler conservateur, le véritable rapport entre les deux volatilités
est souvent bien au-dessous ou bien au-dessus de /7.
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DANIELSSON et DE VRIES [51], [52] proposent une autre approche fondée sur des résultats
de la théorie des valeurs extrémes. Ils émettent quelques réserves sur I’application de la méthode
proposée par RiskMetrics pour un horizon de 10 jours, méme si les conclusions ne s’appliquent
pas uniquement au passage de la VaR 1 jour a la VaR 10 jours. C’est plus la méthode fondée
sur 'unique estimation de la matrice de variance-covariance qui est remise en cause. Les tests
et simulations qu’ils ont effectués aboutissent aux conclusions suivantes :

— RiskMetrics sous-estime la VaR a 1 jour par rapport & une méthode fondée sur la théorie
des exrémes surtout pour la mesure des risques rares (i.e. 0.05% et 0.005%). Nous notons
ici que les résultats obtenus pour une VaR a 1% sont comparables pour les deux méthodes.

— Pour des prévisions a 10 jours, la méthode de RiskMetrics basée sur le scaling sur-estime
la VaR obtenue par la T'= rule (en moyenne, le coefficient o obtenu vaut 4.6).

Ces différents résultats ne font ressortir aucun consensus quant a I’application du coefficient
VT. Les seules conclusions tirées soulignent que dans une approche purement RiskMetrics, le
scaling n’est pas forcément conservateur (amplification des fluctuations) et qu’en le comparant
a des méthodes plus fines, il peut s’avérer trop conservateur.

4.3.2 Un exercice de simulation

Pour illustrer les idées énoncées ci-dessus, nous avons effectuer quelques simulations de rende-
ments de différents actifs. Nous avons considéré successivement une dynamique de type GARCH,
puis un modele a volatilité stochastique (Hull-White). Dans ces deux cas, nous simulons des
trajectoires du cours, dont nous calculons les vraies volatilités & 1 jour et a 10 jours, puis nous
comparons le rapport de ces deux volatilités avec le coefficient 1/10. Cette approche a seulement
le mérite de tester la validité de Iapproximation effectuée par la v/T rule, mais ne nous ap-
porte aucune information quant & la pertinence d’'une VaR analytique de type RiskMetrics qui
ne dépend que de la matrice de variance-covariance.

4.3.2.1 Modéle GARCH Nous supposons ici que le rendement 1 jour d’un actif peut étre
modélisé par un GARCH(1,1). Cette hypothése n’est pas trés restrictive et semble cadrer avec la
dynamique observée sur les marchés de certains titres. Nous simulons donc un processus y; tel
que :

Yt = 0i&
o7 w+ iy + oy,
e ~ NID(0,1)

Nous imposons les conditions usuelles de régularité et de stationnarité

O<w< o
a>0,8>0
a+p3<1
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Simulation du cours
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Nous avons paramétré ce modeéle de telle sorte qu’il reflete des séries de rendements a 1 jour en
posant &« = 0.1 et 8 = 0.85. Le choix de w est purement arbitraire et est fixé a 20%. Pour illustrer
le type de processus que nous obtenons, nous représentons quelques trajectoires simulées (voir
le graphique 22). Les rendements simulés permettent de récupérer les volatilités historiques 1
jour et 10 jours pour chaque trajectoire simulée. Nous avons effectué ceci sur 1000 simulations
de trajectoires. Chacune des volatilités étant calculée a partir de 250 observations quotidiennes
(donc 25 observations pour la volatilité 10 jours), nous nous sommes placés dans la situation
d’un historique d’un an. Les simulations effectuées rendent compte du fait que méme si le rapport
des volatilités semble estimer v/10 en moyenne, il subsiste un fort écart-type (voir le graphique
23). On ne retrouve pas le phénomeéne d’amplification des fluctuations en multipliant par V10.
Nous ne pouvons donc pas conclure quant & ’adéquation de la méthode de RiskMetrics & la VaR
a 10 jours dans le cas de modeles GARCH.

4.3.2.2 Modéle a volatilité stochastique Nous avons développer la méme méthodologie
pour des prix d’actifs régis par un modeéle a volatilité stochastique de type Hull-White. Plus
précisément la dynamique des cours suit ’équation différentielle stochastique suivante :

as(t) 1
v () _ 2
v vdt+ndW*(t)
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. . . 1
ott W1 et W? sont deux browniens de matrice de corrélation ( ) 'f ) Ce modele, sorte de

processus ARCH en temps continu, reflete de maniére assez satisfaisante la dynamique suivie
par les cours de certains actifs. Le graphique (24) contient quelques exemples de trajectoires de
ces processus. Comme pour le modéle GARCH, nous avons simulé 1000 trajectoires sur 1 an de
ce processus. Pour chacune des trajecoires, nous calculons la volatilité des rendements & 1 jour
multipliée par v/10 et la volatilité des rendements & 10 jours. Nous représentons sur le graphique
(25) les volatilités obtenues pour ces 1000 trajectoires ainsi que le rapport des volatilités (a
comparer avec \/ﬁ) Nos conclusions sont les mémes que pour le modele GARCH.

4.3.3 Conclusion

Nos résultats semblent cohérents avec les idées rencontrées dans la littérature financiére. Nous
ne pouvons pas affirmer que le passage d'une VaR analytique a 1 jour & une VaR analytique
a 10 jours par scaling soit conservateur (voir le schéma 26). En effet, méme si les simulations
effectuées ont tendance a montrer qu’en moyenne le ratio entre les volatilités 10 jours et 1 jour
est inférieur a /10, I'écart type de ce méme ratio reste trés élevé. Toutefois, les travaux actuels
réalisés dans la théorie des valeurs extrémes semblent montrer que le calcul d’une VaR analytique
(type RiskMetrics) est inadapté pour un horizon supérieur a 10 jours. Les articles publiés sur le
sujet s’accordent a dire que ’approche VaR analytique conduit & une sur-estimation de la mesure
de risque & 10 jours par rapport & un calcul basé sur la théorie des extrémes. Si nous assimilons
la mesure basée sur les extrémes au véritable risque encouru, nous pouvons donc
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VaR 1 jour VaR 1 jour
(RiskMetrics) (th. des extrémes)

VaR 10 jours - VaR 1 jour x+/10 _ VaR 10 jours
(th. des extrémes) (RiskMetrics) (RiskMetrics)
ou
VaR 10 jours < VaR 10 jours < VaR 1 jour x+/10
(th. des extrémes) (RiskMetrics) (RiskMetrics)

F1G. 26: Positions relatives des VaRs

affirmer que la méthode du scaling est conservatrice (voir de nouveau le schéma 26 pour
les positions relatives des différentes mesures de risque).

5 Conclusion

Les modeles de mesure des risques de marché demandent beaucoup de savoir-faire. Celui-ci
ne doit pas seulement concerner les instruments de marché ou les aspects financiers, mais aussi
les outils statistiques et la gestion des bases de données. Il apparait, en effet, que les sources
d’erreurs possibles dans le calcul d’'une VaR sont nombreuses. Ceci peut expliquer 'existence
d’un coefficient multiplicateur imposé par la Commission Bancaire aux établissements financiers
dans le calcul d’exigence en fonds propres.

L’accumulation des problémes quantitatifs rencontrés dans la méthodologie VaR a soulevé de
nombreuses polémiques autour la VaR. Cette mesure — nous ’avons déja vu — pose de nombreux
probleémes statistiques. Aux Etats-Unis, cela a conduit a des attaques assez violentes de la
part des économétres et des statisticiens?’. D’autres critiques plus théoriques ont été faites.
En premier lieu, elles concernent I'impossibilité de modélisation du futur par le passé (voir la
controverse entre Nassim Taleb et Phillipe Jorion — références [79], [100] et [101]). De méme,
nous avons mentionné les problémes inhérents a la somme de quantiles pour I’agrégation des
risques.

27 N . . 4 N . .. .
‘Des proceés impliquant des économetres, des revues et des fabricants de logiciels sont d’ailleurs en cours.

Grand Prix de la Recherche Financiére 53



Risques de Marché : Les aspects méthodologiques

Malgré toutes ces critiques, force est de constater que la VaR est la méthodologie de mesure
des risques la plus rencontrée sur les marchés. Elle a le mérite non négligeable d’aboutir a
un chiffre final mesurant une certaine définition du risque. En cela, elle doit étre conservée et
associée a d’autres mesures permettant de capter d’autres informations des données collectées.
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A Les aspects réglementaires des risques de marché

Le développement des marchés financiers dans les années 80 et surtout dans les années 90, a
conduit les autorités de controle bancaire et les autorités de marché a prendre un certain nombre
de décisions pour réguler ces marchés. En particulier, ces décisions ont concerné fortement les
risques de marché. Actuellement, ils existent plusieurs textes réglementaires relatifs a ce sujet.
Nous pouvons citer par exemple celui de la Commission Bancaire daté du 3 Novembre 1997 et
celui de la CAD [2]. Ces textes réglementaires ont eu pour effet de pousser les établissements

financiers a développer des méthodes internes de mesure de risque®®.

Avant de situer les enjeux pour une banque, nous devons préciser dans un premier temps

la notion de risque de marché. Celui-ci est présenté de la maniére suivante dans le texte de la
Commission Bancaire (référence [15], section 1) :

Le risque de marché, défini comme le risque de pertes sur les positions du bilan et
du hors-bilan a la suite de variations des prix de marché, recouvre :

— Les risques relatifs aux instruments liés aux taux d’intérét et titres de propriété du
portefeuille de négociation ;

— Le risque de change et le risque sur produits de base encourus pour I’ensemble de
Pactivité de bilan et hors-bilan.

Nous remarquons tout de suite le caractére potentiel de la perte induit par cette définition. Et
nous voyons aussi que le périmeétre considéré est relativement large. Nous devons noter tout de
méme que cette perte doit étre liée & des possibles variations de prix de marché.

De la méme maniére que pour le risque de crédit, les exigences de fonds propres relatives aux
risques de marché s’appliquent sur une base consolidée. Pour les mesurer, les établissements ont
le choix entre deux types d’approches :

1. I'approche standard présentée dans les différentes annexes du document [15]. Celles-ci
concernent les catégories suivantes de risques et «sont additionnées de maniére arithmé-

tique» ;

Catégorie de risque Périmeétre de calcul

Risque de Taux Portefeuille de négociation

(risque général et risque spécifique)

Risque sur Titres de Propriété Portefeuille de négociation

(risque général et risque spécifique)

Risque de Change Ensemble des opérations qu’elles appartiennent
au portefeuille de négociation ou non

Risque sur matiéres premiéres Ensemble des opérations qu’elles appartiennent
au portefeuille de négociation ou non

Risques optionnels Options associées a chacune des catégories de

risques précédentes

2. ou 'approche modéles internes. L’utilisation de cette méthode, subordonnée a la réalisa-
tion de certaines conditions, «est soumise a ’approbation explicite du Secrétariat
Général de la Commission Bancaire».

®Celles-ci sont présentées dans la deuxiéme section.

Grand Prix de la Recherche Financiére 62



Risques de Marché : Les aspects méthodologiques

Le probléme de 'utilisation conjointe des modeéles internes et de la méthodologie standardisée
fait ’objet d’'un paragraphe dans 'annexe 7 du document [15]. La position de la Commission
Bancaire sur ce point est donc la suivante :

Ainsi, un établissement commencant a utiliser des modéles pour une ou plusieurs
catégories de facteurs de risque doit en principe étendre progressivement ce systéme
a tous ses risques de marché et ne peut plus, pour les risques évalués, revenir a la
méthodologie standardisée (& moins que la Commission Bancaire ne lui ait retiré son
agrément pour ses modéles).

La Commission Bancaire tolére donc 'utilisation combinée des modéles internes et de la méthode
standardisée. Mais elle préte une attention particuliére a la permanence des méthodes, ainsi qu’a
leur évolution afin de s’orienter vers un modeéle global qui tient compte de ’ensemble des risques
de marché.

Pour la banque, en plus de fournir une mesure plus juste des risques de marché, la construc-
tion d’un modeéle interne est un projet qui permet aussi d’assainir son systéme d’information,
notamment sur le stockage et la qualité des données. Mais le véritable enjeu concerne ’exigence
en fonds propres. Nous pouvons penser qu’une mesure plus réfléchie permet de mieux mesurer la
consommation en fonds propres des activités de marché. Un modeéle interne est donc un élément
de réponse dans le cadre d’un modeéle d’allocation de fonds propres, comme peuvent ’étre les
outils RAROC.

La lecture des textes réglementaires est intéressante a plusieurs titres. Elle permet de dégager
les critéres définissant un bon modéle selon les autorités réglementaires, c¢’est-a-dire de définir
les normes de validation. Elle permet aussi de s’interroger sur les aspects méthodologiques et
le choix d’'un modele. Elle permet enfin de repositionner les pratiques actuelles en matiére de
gestion du risque de marché par rapport aux exigences réglementaires.

1l existe plusieurs textes officiels relatifs & la réglementation des risques de marché. En ce qui
nous concerne, nous nous sommes principalement intéressés a celui de la Commission Bancaire
et celui de la CAD. Ce sont les deux textes (I'un provenant d’une autorité de réglementation
francaise, ’autre d’une autorité européenne) qui s’appliquent aux établissements financiers fran-
cais. Cependant, il convient aussi d’élargir ce périmétre d’investigation. En effet, ces textes se
nourissent des recherches faites par des groupes de travail (notamment, le comité de Béale), des
réglementations existantes dans d’autres pays et de la recherche académique. Il convient donc
d’étre vigilant afin de bien appréhender les évolutions futures des réglementations auxquelles se-
ront astreintes les établissements financiers francais. Cela suppose de procéder a une véritable
veille technologique sur ce sujet.

A.1 La réglementation de la Commission Bancaire

Celle-ci a fait I'objet de plusieurs révisions importantes qui sont présentées dans Iarticle [10]
de la Revue d’Economie Financiére. Dans les années 80, suite a la déréglementation et la libéra-
lisation des mouvements de capitaux, les opérations de marché ont connu un essor considérable.
Jusque 14, les risques de marché étaient relativement peu contrélés. Une des conséquences de la
crise d’octobre 1987 a été la signature d’un premier accord international (I’accord de Béle) sur le
risque bancaire, mais celui-ci concernait plus spécifiquement «le risque de crédit, c’est-a-dire le
risque de défaillance de la contrepartie». Ce n’est «qu’en 1993 que des méthodes standardisées
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pour mesurer les risques de marché ont commencé & étre proposées dans le cadre du Comité de
Bale, sans encore faire I’objet d’application en termes de controle». Sous la pression de certains
événements marquants du début des années 1990 (en particulier, la faillite de la banque Barings),
de nouveaux travaux ont vu le jour, notamment ’amendement a ’accord sur les fonds propres
de 1988 concernant les risques de marché du comité de Bale en janvier 1996. C’est sur ce texte,
ainsi que sur la directive 93/6/CEE du Conseil de 1'Union Européenne du 15 mars 1993, que
s’appuie trés fortement la réglementation de la Commission Bancaire.

Il convient de ne pas perdre de vue que le véritable enjeu concerne I’adéquation des fonds
propres aux risques de marché. L’objet final porte donc sur une norme prudentielle et sur
la pérénisation du systéme financier. De nombreux économistes ont travaillé sur ce sujet, et la
plupart s’accorde & penser que cela passe avant tout par ’existence d’une autorité de tutelle
disposant d’un pouvoir important. En particulier, certains ont avancé des solutions relativement
dirigistes (taxe a la Tobin, préteur en dernier ressort, etc.). Il n’est donc pas impossible (no-
tamment, si de nouvelles crises survenaient), que le pouvoir de la Commission Bancaire soit
renforcée, ou que des exigences nouvelles touchent les établissements financiers. Il est aussi fort
possible que les autorités de régulation nationales disparaissent pour laisser place a une autorité
réglementaire européenne. C’est notamment la proposition de certains économistes du CEPR?.
Dans le rapport [53] intitulé ‘ The Future Of European Banking’, les auteurs posent le probléme
de cette autorité de régulation en partant du constat suivant :

One money, one central bank, 11 independent supervisors

Les auteurs concluent que le systéme de régulation actuel est incohérent et doit étre complété
et intégré.

Les institutions financiéres ont la possibilité d’utiliser leurs propres modéles internes de me-
sure de risques de marché a la place des méthodes standardisées. Ces modeles internes doivent
cependant étre validés par 'autorité de tutelle, c’est-a-dire qu’ils doivent respecter des normes
qualitatives et des critéres qualitatifs et quantitatifs. Nous développons ceux-ci dans les para-
graphes qui suivent.

A.1.1 Les normes générales

Les modeles internes doivent remplir les conditions minimales suivantes (section 1 de 'annexe
7 du document [15]) :

— «le systéme de gestion des risques de I’établissement repose sur des principes sains et mis
en ceuvre de maniére intégre;

— D’établissement posséde en nombre suffisant de personnel qualifié pour I’utilisation de mo-
déles élaborés non seulement dans le domaine de la négociation, mais aussi dans ceux du
controle des risques, de I'audit interne et, du postmarché;

— les modéles de I'établissement ont fait la preuve sur une durée significative qu’ils mesurent
les risques avec une précision raisonnable ;

?9Le CEPR (Centre for Economic Policy Research) est un organisme indépendant (méme s’il est financé par
la Banque Centrale Européenne, la Banque des Réglements Internationaux et 22 banques centrales) regroupant
les meilleurs chercheurs économistes d’Europe. Parmi ceux-ci, nous trouvons notamment De Grauwe, Svensson,
Giovannini, Masson, Goodhart, Eichengreen, Miller, Dewatripont ou encore Wyplosz. Les travaux du CEPR ont
beaucoup d’influence sur la politique économique européenne. Nous pouvons par exemple citer les travaux sur les
zones cibles qui ont eu un impact important sur la politique de change, sur le probléme de convergence des cours
de change, et surtout sur les régles d’interventions des banques centrales.
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— Détablissement effectue réguliérement des simulations de crise selon les modalités précisées
a la section A.1.4.3.»

Dans la méme section, la Commission Bancaire précise la procédure de soumission du modéle
et les modalités d’utilisation :

L’utilisation des modéles internes pour le calcul de I'exigence prudentielle en fonds
propres est soumise & I’approbation préalable de la Commission Bancaire, aprés
une période de suivi et de test en situation réelle.

A.1.2 Les critéres qualitatifs

Les systémes de gestion des risques de marché doivent respecter certains critéres qualitatifs.
Les conséquences sont relativement importantes, puisque «le degré de conformité a ces critéres
peut conditionner le niveau du multiplicateur. Seuls les établissements les respectant intégra-
lement pourront prétendre au multiplicateur minimal.» Ce multiplicateur (qui correspond au
(3+¢) de la formule 89 page 67) intervient dans le calcul de 'exigence de fonds propres et doit
étre considéré comme un parameétre de pénalisation.

L’ensemble des critéres qualitatifs est présenté dans le paragraphe 2 de I'annexe 7 du docu-
ment [15]. Nous présentons ici un résumé de ces différents critéres :

a. L’établissement financier doit disposer «d’une unité de controle des risques, respon-
sable de la configuration et de ’exploitation du systéme de gestion des risques, indé-
pendante des unités de négociation.» Elle doit «établir et analyser des rapports
quotidiens sur les résultats produits par les modeéles ainsi qu'une évaluation de l'utilisa-
tion des limites de négociation et rend compte directement a ’organe exécutif de
P’établissement.»

b. Cette unité doit effectuer régulierement («au moins trimestriellement») des controles
ex-post.

c. «L’organe délibérant et 'organe exécutif doivent étre activement associés au processus
de controles des risques et le considérer comme un aspect essentiel de ’activité de
I’établissement. »

d. «Les rapports quotidiens doivent étre revus par des responsables disposant de I'expertise
et de autorité suffisantes pour exiger au besoin une réduction des positions prises par
un opérateur voire une diminution du degré d’exposition global de la banque.»

e. «Les modéles internes doivent étre étroitement intégrés & la gestion journaliére des
risques.»

f. «Le systéme de mesure des risques doit étre utilisé conjointement avec les limites opé-
rationnelles. »

g. «Un programme rigoureux de simulations de crise doit réguliérement compléter I’ana-
lyse des risques fondée sur les résultats quotidiens des modéles internes. Lorsque ses conclu-
sions font apparaitre une vulnérabilité particuliére & un ensemble donné de circonstances,
des mesures appropriées doivent étre prises rapidement pour réduire ces risques.»

h. «Les établissements doivent disposer d’un programme de vérification du respect
des régles et procédures internes relatives au fonctionnement du systéme de mesure
des risques. Ce systéme fait ’objet d’'une documentation décrivant les principes de base
et le détail des techniques de mesure utilisées.»
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i. «Une analyse indépendante du systéme de mesure des risques doit étre effectuée régu-
lierement dans le cadre du processus d’un audit interne de ’établissement. Elle doit porter
a la fois sur les activités des unités de négociation et sur celles de ’unité indépendante
de controdle des risques. Réalisée a intervalles réguliers, si possible annuellement, elle
doit couvrir au minimum :

le caractére adéquat de la documentation concernant le systéme et les processus de
mesure des risques ;

— lorganisation de 'unité de contréle des risques;
— l’intégration des mesures des risques de marché dans la gestion journaliére des risques;
— les procédures d’agrément des modeéles et systémes de valorisation ;

— la validation de toute modification significative du processus de mesure des risques;

la couverture par le modele des différents risques de marché ;

la fiabilité et l'intégrité du systéme d’information et des tableaux de bord destinés
aux responsables ;

— la précision et ’exhaustivité des données relatives aux positions;

— le controle de la cohérence, de la mise a jour et de la fiabilité des données utilisées
dans les modeéles internes ainsi que de I'indépendance des sources ;

— l'exactitude et la pertinence des hypothéses en matiére de volatilité et corrélations;

— la vérification de la précision des modéles par le biais d’analyses ex-post fréquentes.»

Plusieurs commentaires peuvent étre faits sur ces critéres qualitatifs. Tout d’abord, la Com-
mission Bancaire insiste fortement sur I’organisation du systéme des risques et notamment sur
I'unité de controle. Sans fournir la structure désirée du systéme, elle indique des signaux forts
pour 'unité de controle concernant son indépendance, son pouvoir et sa compétence. La
Commission Bancaire insiste aussi sur la transparence des modeéles. Ils doivent notamment faire
I’'objet d’une description écrite détaillée et doivent étre alimentés par des bases de données
fiables.

Certains critéres different légerement de ceux du comité de Bale. Le paragraphe A.3.1 contient
une comparaion sur ces différences.

A.1.3 Les critéres quantitatifs

Le choix des modéles est laissé aux établissements financiers. Mais ils doivent respecter un
certain nombre de régles, qui sont décrites dans le paragraphe 5 de ’annexe 7 du document [15] :

1. «La perte potentielle est calculée quotidiennement.»
2. «Le niveau de confiance unilatéral requis est de 99%.»

3. «Il est appliqué un choc instantané sur les prix équivalent & une variation sur dix jours
correspondant & une période de détention de dix jours ouvrés.»

4. «La période d’observation (échantillon historique) pour le calcul de la perte potentielle
doit étre au minimum d’un an.»

5. «Les établissements doivent mettre a jour leurs séries de données au moins une fois
tous les trois mois et plus fréquemment en cas d’accroissement notable des volatilités
observées.»
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6. «Les établissements peuvent prendre en compte les corrélations empiriques entre tous les
facteurs de risques sous réserve que le systéme de mesure de celles-ci soit fiable, appliqué
de maniére intégre et que la qualité des estimations soit suffisante.»

7. «Les modéles doivent appréhender avec précision les risques particuliers liés au caractére
non linéaire du prix des options.»

8. «Chaque établissement doit satisfaire, sur une base journaliére, & [’exigence de fonds
propres correspondant a la valeur la plus élevée entre : i) la perte potentielle du
jour précédent; et ii) la moyenne des pertes potentielles sur les soixante derniers jours
ouvrés, a laquelle est appliqué un facteur de multiplication.»

9. «La Commission Bancaire attribue a chaque établissement un facteur multiplicatif en
fonction de la qualité de son systéme de gestion des risques, avec un minimum de 3, le
complément éventuel, compris entre 0 et 1, étant directement 1ié¢ aux performances de son
modele, évaluées a posteriori.»

10. «Lorsque le risque spécifique inhérent aux instruments liés au taux d’intérét et aux titres
de propriété n’est pas pris en compte de maniére satisfaisante dans leurs modéles, les
établissements sont assujettis & une exigence de fonds propres distincte destinée a couvrir
ce risque calculée selon la méthodologie standard.»

Plusieurs des critéres précédents sont discutés dans la section concernant les aspects mé-
thodologiques. Pour résumer, les établissements doivent calculer la perte potentielle
quotidiennement pour une période de détention de 10 jours. Notons cette perte poten-
tielle P (t) & la date ¢ (jour ouvré). A chaque date t, I’établissement calcule 'exigence de fonds
propres FP (¢) de la fagon suivante

60
FP(t):max<P(t—1),(3+§)><6—102P(t—i)> (89)
i=1

avec ¢ le complément éventuel (0 < ¢ < 1). Il est donc important de disposer d’une bonne
mesure des risques (c’est-a-dire de la perte potentielle) puisque celle-ci conditionne totale-
ment 'exigence en fonds propres. Dans le cadre d’une banque universelle, il est impor-
tant de veiller 4 ce que la mesure des risques de marché ne soit ni sur-estimée, ni
sous-estimée afin de ne pas défavoriser ou favoriser 1’activité Corporate Marché au
détriment des autres activités de la banque. De méme, nous pouvons supposer que la
Commission Bancaire attribuera automatiquement un coefficient multiplicateur égal a 4 lorsque
la mesure de risque lui sera présentée pour la premiére fois. Ce n’est qu’au vu du comportement
de cette mesure que la Commission Bancaire modifiera ce coefficient et le fixera peut-étre a 3.
Il convient donc de prendre conscience de 'importance des réflexions menées en amont sur la
mesure et sur la nécessité de la période de test.

Remarque 7 L’exigence en fonds propres est calculée pour une période de détention de 10
jours. Cependant, cette période de détention est ramenée & un jour lorsque [’analyse concerne
le calcul des exceptions, c’est-a-dire le backtesting. Il convient donc de bien distinguer ces deux
mesures de risque.

Deux points sont importants dans la mise en place du modele. Le point 6 précise que nous
devons prendre en compte I'ensemble des facteurs de marché. Il n’est donc pas nécessaire de
considérer chaque produit comme un facteur de marché. Nous pouvons donc effectuer des re-
groupements (notamment pour les produits de taux) a partir de techniques d’analyse de données
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pour construire ces facteurs. Mais ces facteurs pris dans leur ensemble doivent parfaitement re-
fléter les possibilités de variation des prix. Cela s’applique en particuliers aux produits optionnels
(point 7). Il n’est pourtant pas précisé les types de non-linéarité que doit appréhender le modele.
Il est communément admis que les convexités d’ordre 1 et 2 par rapport au prix du sous-jacent
(risques de Delta et Gamma) doivent étre pris en compte. Dans ’annexe 6, il est de plus précisé
que nous devons tenir aussi compte de la «sensibilité des options a la volatilité des sous-jacents
(risque vega)». Nous pouvons donc supposer que les modéles de mesure de risque des options
doivent étre basés sur des modeles qui prennent en compte le smile de volatilité. Enfin, la Com-
mission Bancaire est assez imprécise concernant le cinquiéme point. Elle ne précise pas ce qui
est considéré comme un accroissement notable de la volatilité. L’appréciation est laissée a la
discrétion de I'unité de contrdle. Une réflexion doit donc étre menée et il est nécessaire de
disposer de critéres objectifs pour définir des signaux d’évolution de la volatilité et la fréquence
des mesures lorsque 1’accroissement notable de la volatilité s’est présenté.

A.1.4 Autres considérations

Dans ce paragraphe, nous présentons des points particuliers relatifs aux facteurs de marché,
au risque spécifique et aux simulations de crise.

A.1.4.1 Deéfinition des facteurs de risque de marché D’une maniére générale, les
grandes catégories de facteurs concernent :

Les taux d’intérét ;
Les cours de change;
Les prix des titres de propriété et de produits de base® ;

La volatilité des options correspondantes.

Plus précisément, la commission Bancaire propose de définir les facteurs de risque comme «les
)

paramétres de marché qui affectent la valeur des positions de négociation de ’établissement>» et

propose un certain nombre de recommandations :

1. Pour les taux d’intérét, un ensemble de facteurs de risque doit exister pour chaque monnaie.

— La modélisation de la courbe des taux doit faire intervenir «plusieurs bandes de
maturité, afin d’appréhender la variation de la volatilité des taux tout au long de
I’échéancier ; & chaque bande correspond au moins un facteur de risque.»

— Le systéme de mesure doit inclure «des facteurs distincts destinés a saisir le risque
lié aux écarts de taux entre types d’instruments et/ou catégories d’émetteurs.»

2. Pour les cours de change, on doit prévoir «des facteurs correspondant au cours contre
monnaie nationale de chaque devise.»

30T es risques de marché concernent aussi les produits sur matieres premieres. Cela apparait clairement dans
lactualisation du 31 décembre 1998 (référence [20]) :

Enfin, par instruments sur produits de base, il faut comprendre tous contrats a terme ou
d’échange, toutes options achetées ou tous produits dérivés similaires ayant pour sous-jacents des
contrats sur produits énergétiques, productions agricoles ou métaux non ferreux (par exemple alumi-
nium, cuivre et zinc), ainsi que les autres métaux non précieux.
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3. «Les facteurs de risque doivent exister pour chacun des marchés de titres de propriété.
Au minimum, un facteur de risque doit appréhender les fluctuations des prix d’un mar-
ché donné (indice de marché). Une méthode plus détaillée consiste a définir des facteurs
de risque correspondant aux différents secteurs du marché. L’approche la plus compléte
consiste a retenir comme facteurs de risque les titres spécifiques.»

4. Pour les produits de base, un facteur de risque unique peut étre admis lorsque les posi-
tions sont faibles. En cas d’activité plus importante, les modéles doivent tenir compte des
différences entre qualités du méme produit et maturités.

5. Pour les options, on doit tenir compte de «facteurs de risque appréhendant la volatilité des
taux/prix/cours sous-jacents.» Lorsque les positions sont importantes ou lorsque l'actif
conditionnel est complexe, on doit utiliser «des volatilités différenciées en fonction des
échéances et le cas échéant des prix d’exercice.»

Ce dernier point est important, puisque la Commission Bancaire précise comment doit étre
pris en compte le risque de volatilité. D’une maniére générale, 'aspect volatility skew3! doit étre
intégrer dans le modéle. Il est aussi intéressant de remarquer la construction du troisiéme point.
A sa lecture,la meilleure méthode consisterait & prendre en compte la totalité des prix de titres
pour définir les facteurs de risque. Cependant, ce type d’approche pose des problémes statistiques
importants liés a la théorie de convergence des estimateurs, de telle sorte que, concrétement,
une application a la lettre du point 3 peut étre dangereuse.

A.1.4.2 Traitement du risque spécifique Nous rappelons que le risque spécifique «vise
a tenir compte du risque de contrepartie li¢ & I’émetteur de l'instrument» (document [10],
page 9). Les modeles internes, qui prennent en compte ce risque spécifique, doivent satisfaire les
critéres suivants :

— «Le modéle est apte a expliquer ex ante les variations historiques des valeurs du porte-
feuille,

— 1l fournit la preuve de sa sensibilité au risque de concentration dans la composition du
portefeuille,

— sa fiabilité de fonctionnement demeure bonne dans un environnement adverse,
— la qualité de ses performances est justifiée par un controle ex-post (backtesting),

— la méthodologie sous-jacente doit étre en mesure de prendre en compte le risque d’événe-
ments imprévisibles (OPA,OPE, etc.) ainsi que le risque de défaillance de I’émetteur.»

La conséquence immédiate de la non prise en compte du risque spécifique dans le modeéle est
que

... les exigences de fonds propres pour la couverture du risque spécifique feront
Pobjet d’une surcharge en capital.

Le mode de calcul de l'exigence de fonds propres est relativement peu clair dans ce cas (voir
page 53 du document [15]). Néanmoins, la Commission bancaire fournit la formule suivante :

— soit 3x( VaR globale) + (VaR risque spécifique du portefeuille global),
— soit 3x(VaR globale) + (VaR des sous-portefeuilles contenant du risque spécifique).

31 La notion de wolatility skew (ou wolatility smile) correspond au fait que la volatilité implicite des options de
méme maturité n’est pas constante et qu’elle dépend des prix d’exercice. Si nous représentons sur un graphe la
volatilité en fonction du prix d’exercice, nous obtenons une courbe qui ressemble souvent & un sourire.
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11 est difficile de faire le lien entre cette formule et la formule (89). Dans Iactualisation du 31
décembre 1998 (référence [20]), la Commission Bancaire est encore moins précise sur le risque
spécifique puisque le paragraphe traitant de ce sujet se réduit & “une peau de chagrin”. Il est
donc nécessaire de contacter le Secrétariat Général de la Commission Bancaire afin
qu’elle précise clairement les modalités de prise en compte du risque spécifique dans
le calcul de I’exigence de fonds propres. Néanmoins, nous pouvons penser que le coefficient
3 est en fait le coefficient multiplicatif 3+¢. En notant VaRsp la VaR du risque spécifique (c’est-
a-dire la VaR risque spécifique du portefeuille global ou la VaR des sous-portefeuilles contenant
du risque spécifique), il est possible que la vraie formulation soit

60
FP(t):max<P(t—1)+VaRsp(t—l) (3+¢) X—ZP (t —1) %ZVaRSP(t—iO
i=1
(90)

Il est intéressant de noter que la Commission Bancaire fait explicitement référence a la VaR
(Value-at-Risk) que nous pouvons traduire sous le terme de “valeur en risque”. Méme si cela
n’est pas affirmé parfaitement, la méthode interne de référence est clairement la VaR.

A.1.4.3 Simulations de crise Nous rappelons que les simulations de crise font partie des
normes générales d’acceptation de la méthode interne. C’est donc un point important dans la
mise en place d’un modeéle interne. Celles-ci font d’ailleurs 'objet d’un paragraphe dans le texte
de la Commission Bancaire. 7 points sont alors évoqués :

1. «Les établissements... doivent se doter d’un programme de simulations de crise &
la fois rigoureux et complet. Ces simulations, qui permettent d’identifier les événements
susceptibles d’avoir une forte incidence, constituent un élément-clé de I’évaluation du
niveau des risques.

2. Elles doivent couvrir toute la gamme des facteurs, y compris les événements a probabilité
réduite. Elles doivent aussi rendre compte de 'impact de ces événements sur les produits
linéaires et non linéaires.

3. Les simulations de crise doivent revétir un caractére quantitatif et qualitatif. En outre,
I’établissement doit dresser I'inventaire des mesures & prendre pour réduire ses risques et
préserver son capital. Leurs conclusions doivent étre communiquées systématiquement a
la direction générale, et périodiquement, au conseil d’administration.

4. L’exercice prudentiel consiste a tester sur le portefeuille courant des situations passées de
pertubations majeures, en tenant compte des fortes variations de prix et de la vive réduc-
tion de la liquidité associées a ces événements et/ou & évaluer la sensibilité des positions
de marché aux modifications des hypothéses de volatilité et corrélations, ce qui nécessite
une mesure des marges de fluctuations de ces valeurs dans le passé et un calcul sur la base
des chiffres extrémes.

5. Ces scénarios doivent notamment comprendre les situations que 1’établissement identifie
comme étant les plus défavorables, sur la base des caractéristiques de son portefeuille.

6. La Commission Bancaire peut demander a I’établissement d’évaluer I'impact de scénarios
qu’elle a définis et de lui communiquer I’ensemble des conclusions.

7. Les résultats doivent étre revus a intervalles régulier par la Direction Générale et étre pris
en compte dans la définition des limites et stratégies fixées. En outre, si la simulation
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fait apparaitre une vulnérabilité particuliére & un ensemble donné de circonstances, 1’éta-
blissement doit prendre rapidement les mesures nécessaires & une gestion adéquate de ces
risques.»

Nous voyons ici I'importance de la direction générale dans le systéme de gestion des risques.
Celle-ci doit étre continuellement informée. Il est intéressant de noter que le coeur du modéle
interne doit étre basé sur les événements extrémes. Le modéle doit donc bien mesurer une
perte potentielle, un risque extréme. Enfin, nous devons aussi remarquer I'importance de
la Commission Bancaire qui, si elle le désire, peut intervenir et demander & I’établissement de
chiffrer des scénarios.

A.1.5 Dispositif prudentiel de controle ex post

Les controéles ex post visent a s’assurer que le degré de couverture observé cor-
respond bien au niveau de confiance de 99%. Voici quelques éléments pour mener & bien
ces controles :

1. Ils sont réalisés a partir des résultats réels et/ou hypothétiques.

2. Ils sont réalisés au moins trimestriellement et les données des douze derniers mois glissants
doivent étre utilisées.

Ces controles permettent notamment de calculer les exceptions. Une exception correspond &
une date o la perte dépasse le risque calculé par le modéle. La Commission Bancaire utilise
le nombre d’exceptions pour valider le modéle et pour déterminer le coefficient multiplicateur
(3+¢). Elle définie le concept de probabilité cumulée des exceptions comme «la probabilité
d’obtenir au maximum le nombre d’exceptions indiqué avec un taux de couverture effectif de
99%.» Voyons de fagon concréte comment le calcul est effectué. Si s désigne la variable qui
prend la valeur 1 dans le cas d’une exception, alors s est une variable aléatoire de Bernoulli
de paramétre p = Wlo (nous avons une chance sur 100 pour que s corresponde & une exception
lorsque le taux effectif de couverture est de 99%). Si on considére une période [t1, t2] comprenant
N jours ouvrés. Pendant cette période, et sous 'hypothése que les événements sont indépendants,
la probabilité d’avoir n exceptions est égale a

Pr(X =n)=Crp"(1—p)" ™"

avec X la variable aléatoire correspondant au nombre d’exceptions pour la période [t1,t2]. X
correspond bien stir & une variable aléatoire Binomiale B;,V . La probabilité cumulée d’avoir n
exceptions a donc pour expression

Pr(X <n)=> Ciyp'(1-p)™"
i=1

La Commission Bancaire définit alors trois zones pour évaluer les résultats des controles ex post
et pour appliquer le complément éventuel au coefficient multiplicateur 3 :

Zone Définition de la zone | Valeur de &
Verte | Pr(X <n)<95% 0
Orange | Pr (X <n) < 99.99% 0-1
Rouge | Pr(X <n)>99.99% 1
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A titre d’illustration, nous reproduisons le tableau de la Commission Bancaire pour N égal a

250 jours ouvrés.

Zone Nombre n  Probabilité (en %) Probabilité cumulée Majoration du facteur
d’exceptions Pr (X =n) Pr(X <mn) de multiplication
0 8.1059 8.1059 0.00
1 20.469 28.575 0.00
Verte 2 25.742 54.317 0.00
3 21.495 75.812 0.00
4 13.407 89.219 0.00
S 6.663 95.882 0.40
6 2.748 98.630 0.50
Orange 7 0.968 99.597 0.65
8 0.297 99.894 0.75
9 0.081 99.975 0.85
Rouge 10+ 0.020 99.995 1.00

Le graphique (27) représente le nombre critique d’exceptions pour la détermination des frontiéres
des zones verte, orange et rouge. La lecture du graphique est la suivante : Par exemple, pour
500 jours ouvrés, la zone verte est defini pour un nombre d’exceptions inférieur ou égal a 8, la
zone orange va de 9 & 14 exceptions et la zone rouge commence & 15 exceptions.

Nombre critique d’exceptions

De'termination des frontie'res des zones
pour un taux de couverture de 997

zone verte
zone Orange

100

150 200 250 300 350 400 450

Nombre de jours ouvre's

500

FiG. 27:
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Toutefois, la Commission Bancaire ne précise pas comment est calculé la majoration du facteur
multiplicatif dans la zone orange. Elle précise néanmoins que celles-ci «ne sont toutefois pas des-
tinées a étre appliquées de fagon purement automatique, plusieurs éléments d’information
pouvant étre pris en compte pour compléter ’évaluation.»

Remarque 8 La position de la Commission Bancaire n’est pas trés claire sur le facteur mul-
tiplicateur. Nous avons vu dans le paragraphe consacré aux critéres qualitatifs que le degré de
conformité a ces critéres peut conditionner le niveau de multiplicateur. Ici, nous avons l'tmpres-
ston que ce niveau est presque entiérement déterminé par la procédure de backtesting.

L’actualisation du 31 décembre 1998 permet de préciser et de modifier certains points. En
premier lieu, le backtesting porte sur la Valeur en Risque sur un jour, et non sur la Valeur
en Risque pour une période de détention de 10 jours. Ensuite, les controles doivent porter sur
les 250 derniers jours ouvrables. Cela est important, car si nous supposons que les “douze
derniers mois” correspondent a 260 jours, les zones sont définies différement a cause du caractére
escalier de la loi Binomiale :

Zone N =250 N = 260

Verte moins de 5 exceptions | moins de 6 exceptions
Orange | entre 5 et 9 exceptions | entre 6 et 10 exceptions
Rouge | plus de 10 exceptions | plus de 11 exceptions

Enfin, les exceptions doivent étre communiquées & la Commission Bancaire :

Afin de permettre a la Commission Bancaire de vérifier en permanence I'adéquation
du facteur complémentaire, ’établissement informe sans délai et, en tout état de
cause, dans les cinq jours ouvrables, le Secrétariat Général de la Commission
Bancaire, des dépassements révélés par leur programme de controle ex-post qui, en
fonction du tableau ci-dessus, impliqueraient un relévement du facteur complémen-
taire.

A.2 La réglementation de ’Union Européenne ou CAD (Capital Adequacy
Directive)

Celle-ci correspond a la directive 93/6/CEE du 15 mars 1993 (référence [2]). Elle a été
transposée en droit francais et correspond dans ce cas au réglement 95-02 du Comité de Ré-
glementation Bancaire et Financiére (référence [5]). C’est un réglement trés important puisqu’il
autorise les établissements a utiliser leurs modéles internes. La plupart des articles
qui composent ce réglement ont été repris dans le texte [15] de la Commission Bancaire. Nous
présenterons donc dans cette sous-section les points qui complétent vraiment ceux abordés dans

la sous-section précédente.

Ce dispositif réglementaire prévoit des exigences de fonds propres au titre des risques résul-
tant des opérations de marché suivantes :

1. le risque de taux d’intérét,

2. les risques liés a la variation des prix des titres de propriété,
3. le risque de réglement-contrepartie,
4

. et le risque de change.
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Le risque optionnel n’est pas oublié et fait ’objet d’'un développement important dans les annexes
consacrées aux risques de type 1 et 2. Il est intéressant de noter que «les exigences de fonds
propres s’appliquent, pour les trois premiers types de risque au seul portefeuille de négociation,
alors que le risque de change a pour assiette ’ensemble des éléments de bilan et hors bilan»
(page 3, référence [9)).

La directive 93/6/CEE précise que les «établissements évaluent quotidiennement leur por-
tefeuille de négociation au prix de marché.» Elle ajoute que

Lorsqu’il n’existe pas de prix de marché aisément disponibles, par exemple
dans le cas d’opérations portant sur de nouvelles émissions sur les marchés primaires,
les autorités compétentes peuvent ne pas appliquer la régle précédente et exiger
que les établissements utilisent d’autres méthodes d’évaluation, pour autant
que celles-ci soient suffisamment prudentes et qu’elles aient été approuvées par les
autorités compétentes.

Ce paragraphe est intéressant, puisque c’est 'une des rares fois ou la question des marchés
de gré a gré est vraiment posée. On retrouve cette idée dans la réglementation [15] lorsque
celle-ci évoque la fiabilité des données. Nous pouvons supposer que les réglementations futures
aborderont ce probléme de fagon plus compléte.

La directive met aussi l'accent sur la communication d’informations. Le paragraphe 1
de I’Article 8 indique les dispositions suivantes :

Les Etats membres exigent que les entreprises d’investissement et les établissements
de crédit communiquent aux autorités compétentes de I’Etat membre d’origine toutes
les informations nécessaires pour pouvoir vérifier que les régles adoptées en confor-
mité avec la présente directive sont respectées. Ils veillent égalemenent a ce que les
mécanismes de controéle interne et les procédures administratives et comptables des
établissements permettent de controler a4 tout moment le respect de ces régles.

Nous devons aussi préciser que ces textes ont été complétés et revus, notamment par les ar-
rétés portant homologation de réglements du Comité de la réglementation bancaire et financiére
paru au Journal Officiel de la République Frangaise des 25 mars 1997 et 4 aott 1999. Et de
nouveaux textes réglementaires devraient voir le jour trés rapidement comme le note La Tribune
du 5 Aoat 1999 :

On faisait remarquer hier 4 la Commission Bancaire que le présent réglement s’ins-
crivait dans un vaste chantier de révision du ratio de solvabilité, ou ratio
Cooke. Le Comité de Bale, réunissant les gouverneurs des banques centrales du G10,
a publié en juin dernier un projet de refonte du ratio de solvabilité en s’attelant aux
risques de crédit, aprés avoir déja traité la question des risques de marché dés 1996.
Un noveau projet de directive, portant sur le traitement des risques de crédit, est
attendu pour ’an prochain.

A.3 Les autres textes relatifs 4 la mesure des risques de marché

Les textes mentionnés dans les deux sous-sections précédentes sont les textes réglementaires
auxquels sont soumis les établissements financiers francais. Il convient de ne pas perdre de vue
que ceux-ci s’inspirent fortement d’autres textes et travaux. Il est donc nécessaire de suivre leur
évolution afin de bien anticiper les futures réglementations, qui auront un impact important sur
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le systéme de gestion des risques des établissements financiers. En premier lieu, il convient de
bien suivre les travaux du Comité de Bale.

A.3.1 Les travaux du Comité de Bale

Le Comité de Bale a été institué en 1975 par les gouverneurs des banques centrales des pays
du G7. Actuellement, c’est un forum de coopération réguliére en matiére de contrdle bancaire
rattaché a la Banque des Réglements Internationaux (ou BIS, Bank of International Settlements),
qui tente d’établir des normes minimales de contrdle bancaire communes & tous les pays. Méme
s’ll n’a aucun pouvoir réglementaire, ce groupe de travail a une influence énorme sur les normes
réglementaires nationales. Pour étre plus précis, le Comité de Bale comprend plusieurs groupes.
Celui qui nous intéresse ici concerne la composante “Basle Committee on Banking Supervision”.

Le comité de Béle a produit de nombreux documents concernants les risques de marché
(voir par exemple les références (3], [4], [6], [7], [8], [12], [13], [17] ou [22]). Parmi ceux-ci, les plus
intéressants pour la gestion des risques de marché sont ceux intitulés “Amendment to the capital
accord to incorporate market risks” de janvier 1996 et “A new capital adequacy framework” de
juin 1999. Le texte de 1996 a fortement inspiré le texte réglementaire de la Commission Bancaire.
Il existe cependant une différence notable concernant le risque sur matiéres premiéres. Dans le
texte du Comité de Bale, celui-ci occupe une section entiére. Voici quelques extraits qui montrent
I'importance du sujet :

This section establishes a minimum capital standard to cover risk of holding or taking
positions in commodities, including precious metals, but excluding gold (which is
treated as a foreign currency). A security is defined as a physical product whish is or
can be treated on a secondary market, e.g., agricultural products, minerals (including
oil) and precious metals.

The price risk in commodities is often more complex and volatile than that
associated with currencies and interest rates. Commodity market may also be less
liquid than those for interest rates. These market characteristics can make price
transpararency and the effective hedging of commodity risk more difficult.

D’autres différences existent, mais elles sont relativement mineures. Voici par exemple un
point qui n’est pas repris complétement dans le texte de la Commission Bancaire :

...ensuring that the formulae used in the calculation process as well as for the
pricing of options and other complex instruments are validated by a qualified unit,
which is all cases should be independent from the trading area.

Le texte de 1999 n’est pas centré sur les risques de marché. 1l est cependant fort intéressant,
car il annonce clairement la mise en place de nouveaux travaux. Des modifications importantes
sont donc a attendre dans le futur.

A.3.2 La note d’information n° 108 de la Banque de France

En octobre 1997, c’est-a-dire au moment de la parution des modalités de calcul du ratio
international de solvabilité de la Commission Bancaire, la Banque de France produit une note
d’information concernant les marchés dérivés. Dans cette note, elle rappelle 1'utilité et I'impor-
tance des marchés des actifs conditionnels, mais aussi explique leur incidence sur les risques du
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systéme financier. Une partie des économistes s’accordent d’ailleurs & considérer que ces marchés
peuvent accroitre fortement les risques du systéme financier. Et chaque nouvelle crise financiére
conduit certains économistes a redemander une réforme des systémes bancaires et financiers (voir
par exemple, I’article de Patrice Geoffron et Dominique Plihon. La peur d’un risque de systéme
d@ aux marchés dérivés conduira certainement & un renforcement des régles prudentielles dans
ce domaine.

Cette note se focalise sur les marchés dérivés et sur leur régulation. Outre les risques indivi-
duels, ils font courir aussi un risque systémique. Sont visés en particulier les marchés de gré
a gré :

...les marchés de gré a gré sont dépourvus des mécanismes institutionnels de
protection qui existent sur les marchés organisés. Auncun mécanisme ne peut
bloquer le développement d’une crise sur un marché et sa propagation aux
autres marchés auxquels il est relié.

La régulation passe alors par un renforcement de la réglementation prudentielle et une amé-
lioration de la transparence (quantité et qualité de l'information). Ceci est a rapprocher des
recommandations récentes du Comité de Béale et du Comité Technique IOSCO (références [19]
t [21]). Les mots d’ordre sont clairs :

— Transparence

— Communication publique

— Information

A titre d’illustration, voici un extrait de I'introduction du document de novembre 1998 :

...to encourage financial institutions to enhance transparency of their trading
and derivatives activities. Transparency though public disclosure is crucial
to effective market discipline and can reinforce supervisory efforts to promote
high standards in risk management. The two Committees consider transparency
of banks’ and securities firms’ activities and risks to be a key element of an effective
supervised financial system.

Institutions should consider the quantitative and qualitative disclosures recom-
mended by the two Committees in 1995, disclosure standards and recommendations
issued by other national and recommendations issued by their peers at the interna-
tional level.

A.3.3 Les travaux de la Federal Reserve Board

Comme le souligne DARIPA et VAROTTO [1997], 'utilisation de la VaR a un cott pour le
régulateur, puisque celui-ci doit s’assurer que le modeéle interne est conforme. Cela a conduit un
groupe de chercheurs de la Federal Reserve Board (voir les références [81] et [82]) a proposer
une autre approche de la régulation connue sous le nom de PCA (Pre-commitment Approach).
Dans cette approche, I’établissement financier annonce un niveau pré-défini de perte potentielle
P. Ce niveau supérieur est le pre-commitment capital. Chaque fois que la perte réelle dépasse
P, I’établissement paye des pénalités au régulateur. C’est donc un mécanisme de vérification
ex post et non plus ex ante comme pour la VaR. Pour le régulateur, ce systéme a un double
avantage :
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1. Le pre-commitment capital représente le risque de marché que 'établissement financier
s’engage & ne pas dépasser. Il est alors tout a fait possible de classer les différents établis-
sements financiers.

2. L’autorité de régulation controle en fait le niveau de risque des établissements financiers
en “facturant”, par des pénalités, les dépassements.

L’instauration du PCA a une conséquence importante pour I’établissement financier. Car si le
pre-commitment capital est public, I’établissement qui dépasse le niveau de perte pré-défini est
également “puni” (outre les pénalités) par la mauvaise réputation qu’il acquiert a cette occasion.

A.4 Conclusion

La réglementation sur la gestion des risques de marché couvre un champ assez large et
apparait relativement compléte et précise. Le systéme de gestion des risques n’est plus considérée
comme une unité a 'intérieur de 1’établissement financier, mais s’intégre plus dans une vision
stratégique tout comme le ROE — return on equity — (BAKER, TATTERSALL et WILSON [1996]).
Ce systéme doit donc s’intégrer a toutes les composantes de ’établissement financier et a tous
les niveaux hiérarchiques, de facon efficace. Cela suppose bien sir que les équipes, si cela n’est
déja fait, acquiérent une compétence sur ce domaine. Cela suppose aussi que les hiérarchies
supérieures (conseil d’administration, direction générale, etc.) soient activement associées au
processus de controle des risques (et pas seulement des risques de marché).

Meéme si elle s’avere relativement contraignante, la réglementation actuelle sur les risques de
marchés va évoluer dans le futur. Il convient d’anticiper ces évolutions et de mettre en place un
comité de veille technologique sur ces évolutions probables qui concerneront certainement :

— Les produits dérivés et les actifs conditionnels exotiques;
— Les matieres premiéres;

— La production des informations adéquates sur le systéme de gestion, sur les modeéles et les
méthodes ;

— Le probléme général des marchés de gré a gré.
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B Biais de ’estimation de la matrice de covariance sur la VaR

B.1 Maximisation du Risque avec poids homogéne

B.1.1 moyenne du biais

| Moyenne du ratio VaR estimée/ VaR Maximale |

[N\K][ 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 |
100 0.7286 0.5873 0.4817 0.3940 0.3149 0.2456 0.1817 0.1207 0.0634 0.0065
150 0.7796 0.6640 0.5787 0.5070 0.4439 0.3867 0.3349 0.2866 0.2405 0.1973
200 0.8085 0.7098 0.6368 0.5731 0.5197 0.4701 0.4257 0.3833 0.3435 0.3066
250 0.8299 0.7403 0.6739 0.6193 0.5708 0.5266 0.4863 0.4491 0.4134 0.3811
300 0.8441 0.7644 0.7032 0.6527 0.6086 0.5686 0.5319 0.4980 0.4660 0.4352
350 0.8558 0.7811 0.7254 0.6793 0.6381 0.6007 0.5667 0.5350 0.5054 0.4781
400 0.8657 0.7960 0.7438 0.7000 0.6618 0.6269 0.5951 0.5659 0.5383 0.5120
450 0.8732 0.8075 0.7584 0.7166 0.6818 0.6483 0.6185 0.5906 0.5645 0.5401
500 0.8797 0.8177 0.7706 0.7315 0.6974 0.6668 0.6381 0.6119 0.5871 0.5641

B.1.2 Ecart-type du biais

\ Ecart type du ratio VaR estimée/ VaR Maximale |

[N\K] 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 |
100 0.0405 0.0316 0.0277 0.0256 0.0227 0.0204 0.0176 0.0149 0.0119 0.0051
150 0.0336 0.0272 0.0232 0.0223 0.0201 0.0190 0.0173 0.0160 0.0155 0.0139
200 0.0294 0.0243 0.0223 0.0202 0.0185 0.0175 0.0169 0.0153 0.0154 0.0141
250 0.0254 0.0220 0.0203 0.0188 0.0176 0.0161 0.0160 0.0153 0.0142 0.0135
300 0.0243 0.0202 0.0182 0.0172 0.0157 0.0155 0.0143 0.0136 0.0132 0.0133
350 0.0223 0.0191 0.0171 0.0163 0.0154 0.0143 0.0142 0.0131 0.0126 0.0126
400 0.0211 0.0178 0.0163 0.0152 0.0145 0.0136 0.0131 0.0125 0.0122 0.0117
450 0.0194 0.0169 0.0153 0.0148 0.0135 0.0129 0.0127 0.0120 0.0116 0.0112
500 0.0185 0.0159 0.0146 0.0138 0.0130 0.0127 0.0118 0.0118 0.0113 0.0110

B.2 Maximisation du Rendement avec poids homogénes

B.2.1 moyenne du biais
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‘ Moyenne du ratio VaR estimée/ VaR Max qui maximise le Rendement

‘ N\ K | 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 ‘
100 | 0.9109 0.8093 0.7105 0.6109 0.5083 0.4096 0.3111 0.2098 0.1096 0.0099
150 | 0.9406 0.8740 0.8042 0.7382 0.6718 0.6056 0.5380 0.4727 0.4046 0.3392
200 | 0.9518 0.9050 0.8557 0.8028 0.7552 0.7037 0.6555 0.6043 0.5546 0.5039
250 | 0.9635 0.9232 0.8822 0.8432 0.8034 0.7635 0.7228 0.6833 0.6429 0.6031
300 | 0.9692 0.9360 0.9042 0.8691 0.8363 0.8022 0.7695 0.7368 0.7027 0.6691
350 | 0.9734 0.9441 0.9154 0.8868 0.8588 0.8314 0.8026 0.7731 0.7457 0.7165
400 | 0.9758 0.9520 0.9264 0.9029 0.8768 0.8524 0.8267 0.8029 0.7778 0.7516
450 | 0.9803 0.9576 0.9352 0.9123 0.8910 0.8678 0.8469 0.8228 0.8000 0.7795
500 [ 0.9823 0.9628 0.9417 0.9212 0.9003 0.8825 0.8615 0.8405 0.8219 0.8003

B.2.2 Ecart-type du biais

| Ecart type du ratio VaR estimée/ VaR qui maximise le Rendement |

| N\ K | 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 |
100 | 0.0708 0.0684 0.0691 0.0645 0.0617 0.0570 0.0503 0.0426 0.0305 0.0101
150 | 0.0574 0.0570 0.0567 0.0542 0.0528 0.0525 0.0509 0.0491 0.0469 0.0433
200 | 0.0503 0.0502 0.0488 0.0479 0.0488 0.0470 0.0471 0.0461 0.0451 0.0433
250 | 0.0445 0.0447 0.0450 0.0450 0.0440 0.0436 0.0429 0.0424 0.0413 0.0422
300 | 0.0403 0.0409 0.0404 0.0405 0.0393 0.0396 0.0399 0.0388 0.0393 0.0390
350 | 0.0373 0.0374 0.0375 0.0384 0.0383 0.0369 0.0369 0.0372 0.0367 0.0360
400 | 0.0350 0.0348 0.0350 0.0353 0.0352 0.0358 0.0346 0.0346 0.0338 0.0340
450 | 0.0341 0.0328 0.0333 0.0344 0.0342 0.0332 0.0341 0.0335 0.0324 0.0329
500 | 0.0325 0.0307 0.0317 0.0313 0.0313 0.0310 0.0318 0.0311 0.0311 0.0302

B.3 Maximisation du Risque avec poids exponentiels

B.3.1 moyenne du biais

‘ Moyenne du ratio VaR estimée/ VaR Maximale ‘

‘ N\ K | 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 ‘
100 | 0.5416 0.3651 0.2571 0.1834 0.1299 0.0908 0.0612 0.0376 0.0183 0.0018
150 | 0.5417 0.3680 0.2608 0.1890 0.1372 0.1002 0.0729 0.0531 0.0384 0.0276
200 | 0.5402 0.3683 0.2611 0.1884 0.1376 0.1003 0.0735 0.0539 0.0394 0.0289
250 | 0.5428 0.3676 0.2619 0.1892 0.1377 0.1004 0.0735 0.0540 0.0395 0.0290
300 | 0.5428 0.3712 0.2621 0.1898 0.1377 0.1000 0.0737 0.0540 0.0396 0.0289
350 | 0.5405 0.3690 0.2615 0.1881 0.1376 0.1008 0.0736 0.0539 0.0395 0.0291
400 | 0.5422 0.3673 0.2610 0.1887 0.1370 0.1002 0.0736 0.0537 0.0397 0.0290
450 | 0.5415 0.3697 0.2613 0.1888 0.1371 0.1006 0.0734 0.0539 0.0392 0.0290
500 | 0.5414 0.3682 0.2611 0.1876 0.1375 0.1001 0.0735 0.0539 0.0395 0.0290

B.3.2 Ecart-type du biais
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‘ Ecart type du ratio VaR estimée/ VaR Maximale

‘ N\ K | 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 ‘
100 | 0.0466 0.0279 0.0209 0.0150 0.0112 0.0080 0.0066 0.0048 0.0035 0.0014
150 | 0.0457 0.0293 0.0207 0.0144 0.0107 0.0075 0.0056 0.0042 0.0032 0.0023
200 | 0.0469 0.0290 0.0206 0.0145 0.0101 0.0076 0.0055 0.0041 0.0030 0.0024
250 | 0.0456 0.0289 0.0203 0.0145 0.0105 0.0078 0.0056 0.0041 0.0030 0.0023
300 | 0.0493 0.0297 0.0197 0.0147 0.0106 0.0075 0.0055 0.0041 0.0031 0.0021
350 | 0.0449 0.0292 0.0203 0.0141 0.0105 0.0080 0.0056 0.0042 0.0031 0.0023
400 | 0.0469 0.0299 0.0210 0.0146 0.0106 0.0078 0.0056 0.0041 0.0030 0.0022
450 | 0.0451 0.0296 0.0201 0.0146 0.0109 0.0075 0.0056 0.0041 0.0031 0.0022
500 | 0.0449 0.0295 0.0197 0.0149 0.0104 0.0079 0.0057 0.0039 0.0030 0.0024

B.4 Maximisation du Rendement avec poids exponentiels

B.4.1 moyenne du biais

| Moyenne du ratio VaR estimée/ VaR Max qui maximise le Rendement |

| N\ K | 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 |
100 | 0.7269 0.5357 0.3910 0.2827 0.2038 0.1446 0.0980 0.0617 0.0302 0.0027
150 | 0.7323 0.5383 0.3942 0.2890 0.2119 0.1554 0.1138 0.0820 0.0604 0.0437
200 | 0.7253 0.5393 0.3964 0.2896 0.2117 0.1560 0.1142 0.0839 0.0613 0.0456
250 | 0.7346 0.5360 0.3960 0.2912 0.2123 0.1558 0.1148 0.0845 0.0615 0.0455
300 | 0.7330 0.5393 0.3909 0.2920 0.2126 0.1557 0.1150 0.0842 0.0620 0.0452
350 | 0.7305 0.5380 0.3956 0.2901 0.2115 0.1569 0.1149 0.0847 0.0616 0.0457
400 | 0.7296 0.5330 0.3931 0.2902 0.2126 0.1561 0.1150 0.0841 0.0618 0.0451
450 | 0.7294 0.5382 0.3966 0.2893 0.2137 0.1562 0.1151 0.0840 0.0607 0.0454
500 | 0.7287 0.5411 0.3991 0.2905 0.2134 0.1553 0.1139 0.0843 0.0619 0.0450

B.4.2 Ecart-type du biais

‘ Ecart type du ratio VaR estimée/ VaR qui maximise le Rendement ‘

‘ N\ K | 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 ‘
100 | 0.0945 0.0707 0.0573 0.0427 0.0307 0.0226 0.0169 0.0126 0.0086 0.0027
150 | 0.0971 0.0723 0.0552 0.0420 0.0308 0.0225 0.0164 0.0121 0.0089 0.0069
200 | 0.0961 0.0737 0.0567 0.0424 0.0297 0.0222 0.0164 0.0120 0.0090 0.0069
250 | 0.0959 0.0712 0.0539 0.0429 0.0307 0.0221 0.0162 0.0122 0.0089 0.0067
300 | 0.1011 0.0727 0.05640 0.0437 0.0301 0.0224 0.0164 0.0121 0.0090 0.0066
350 | 0.0949 0.0749 0.0552 0.0410 0.0299 0.0219 0.0161 0.0128 0.0092 0.0067
400 | 0.0971 0.0748 0.0562 0.0411 0.0304 0.0232 0.0168 0.0123 0.0086 0.0066
450 | 0.1000 0.0749 0.0557 0.0419 0.0310 0.0229 0.0167 0.0127 0.0085 0.0065
500 | 0.0942 0.0756 0.0578 0.0415 0.0314 0.0224 0.0159 0.0122 0.0092 0.0064
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C Exemples numériques d’agrégation de VaRs

Nous considérons un marché 9t de dimension 5. Nous avons dim (97;) = 2 et dim (91z) = 3.
Nous supposons que la structure de la matrice de corrélation X est la suivante

16 18
18 25 212
4 24 6
) 24 9 45
6 45 36

avec Y19 = ,00'10';—. Nous nous plagons donc dans le cas rang(X12) = 1. Nous formons différents

portefeuilles

o

-,

Il
[ G Sy

1

1
-1 |,
-1
-1

15
-3
10
2
-7

4

et a” =

-5
10

—10

18

—11

Pour chacun de ces portefeuilles, nous calculons la VaR globale ® = VaR (9M), la VaR de
chacun des sous-portefeuilles R = VaR () et N2 = VaR (My), ainsi que les quantités Ry =

\/ [VaR (91)]° + [VaR (M) et Ry

= VaR (M) + VaR (Mz). Nous déterminons aussi les
valeurs prises par g, p et p. Les résultats sont présentés dans les tableaux suivants. Nous vérifions

bien que p = p.

p=—0.75 R ¥ Fo R, R p p P
al 4.226 20.414  20.120 28.662  40.534 | -0.978 -0.978 -0.750
a’ 40.314 | 20.414 20.120 28.662  40.534 | 0.978 -0.978 -0.750
a’ 141.411 | 90.847 84.840 | 124.302 175.687 | 0.295 -0.978 -0.750
a’ 219.295 | 77.156 185.321 | 200.741 262.477 | 0.273 -0.978 -0.750
| p=—0.50 || D14 | R1 R | R, Ry i p p
al 16.904 | 20.414 20.120 | 28.662 40.534 | -0.652 -0.652 -0.500
a’ 36.842 | 20.414  20.120 28.662  40.534 | 0.652 -0.652 -0.500
a’ 135.947 | 90.847 84.840 | 124.302 175.687 | 0.197 -0.652 -0.500
a’ 213.289 | 77.156 185.321 | 200.741 262.477 | 0.182 -0.652 -0.500
p=—0.25 R I I Ra Iy p p p
al 23.529 | 20.414  20.120 28.662  40.534 | -0.326 -0.326 -0.250
a’ 33.006 | 20.414  20.120 28.662  40.534 | 0.326 -0.326 -0.250
a’ 130.255 | 90.847 84.840 | 124.302 175.687 | 0.098 -0.326 -0.250
a’ 207.110 | 77.156 185.321 | 200.741 262.477 | 0.091 -0.326 -0.250

p=0 R I i Ra Iy p p p

al 28.662 | 20.414  20.120 28.662 40534 |0 0 O

a’ 28.662 | 20.414  20.120 28.662 40534 |0 0 O

a’ 124.302 | 90.847 84.840 | 124.302 175.687 [0 0 O

a’ 200.741 | 77.156 185.321 | 200.741 262477 |10 0 O
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p=0.25 R el o 1o Ry p P p
al 33.006 | 20.414 20.120 | 28.662 40.534 | 0.326 0.326 0.250
a’ 23.529 | 20414 20.120 28.662 40.534 | -0.326 0.326 0.250
a’ 118.049 | 90.847 84.840 | 124.302 175.687 | -0.098 0.326 0.250
at 194.163 | 77.156 185.321 | 200.741 262.477 | -0.091 0.326 0.250

p=0.50 R 1 o i Ry 1) P I
al 36.842 | 20.414 20.120 28.662 40.534 | 0.652 0.652 0.500
a’ 16.904 | 20.414  20.120 28.662 40.534 | -0.652 0.652 0.500
a’ 111.446 | 90.847 84.840 | 124.302 175.687 | -0.197 0.652 0.500
a’ 187.354 | 77.156 185.321 | 200.741 262.477 | -0.182 0.652 0.500

p=0.75 R 1 o R, Ry 1) P I
al 40.314 | 20.414 20.120 | 28.662 40.534 | 0.978 0.978 0.750
a’ 4.226 20.414  20.120 28.662 40.534 | -0.978 0.978 0.750
a’ 104.427 | 90.847 84.840 | 124.302 175.687 | -0.295 0.978 0.750
a’ 180.288 | 77.156 185.321 | 200.741 262.477 | -0.273 0.978 0.750

Le lien entre p et X15 devient plus difficile a appréhender lorsque 12 a une structure quel-
conque. Considérons la matrice de covariance

16 —-10 -2 0 84
—10 25 25 84 -—15
Y= -2 2.5 4 —-1.2 3
0 84 -1.2 9 —45
8.4 —15 3 —4.5 36
Nous obtenons alors les résultats suivants :
s LSl Ro Ra %b p P p
al 19.352 10.661 15.361 18.698  26.022 | 0.076 0.076 0.023
a? 18.020 10.661 15.361 18.698  26.022 | -0.076 0.076 0.023
a® || 142.478 | 176.020 100.276 | 202.579 276.296 | -0.587 0.076 3.421
a* || 337.072 | 145.280 238.901 | 279.607 384.182 | 0.511 0.076 -3.410
Avec la matrice de covariance
16 —10 —-04 0.6 1.2
—10 25 0.5 0.7 -1.5
Y= —-0.4 0.5 4 —-1.2 3
06 0.75 —-1.2 9 —45
1.2 —-1.5 3 —4.5 36

les résultats deviennent
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R 0] o Rq Iy p p P
al 19.028 10.661 15.361 18.698 26.022 | 0.038 0.038 0.012
a? 18.362 10.661 15.361 18.698 26.022 | -0.038 0.038 0.012
a? || 195.704 | 176.020 100.276 | 202.579 276.296 | -0.078 0.038 0.452
at || 284.253 | 145.280 238.901 | 279.607 384.182 | 0.038 0.038 -0.252

Dans le premier cas, nous obtenons parfois des corrélations implicites p supérieures & 1. Dans
le deuxiéme cas, les éléments de corrélation entre les actifs des marchés 9t; et 91y sont tous
inférieurs a 5% en valeur absolue. Pourtant, nous observons encore des corrélations implicites
qui peuvent étre élevées (prés de 50% pour le portefeuille a®). L'utilisation de la régle (3) en
employant une corrélation implicite pose donc des difficultés, d’autant plus qu’il est nécessaire de
connaitre la composition des sous-portefeuilles. En revanche, I'utilisation de la régle (4) semble
plus intéressante. Tout d’abord, elle utilise seulement les valeurs des différentes VaRs. Elle est
donc relativement simple & mettre en place. Ensuite, nous remarquons que la corrélation p;5 (qui
correspond pour cet exemple & p) est faible pour la deuxiéme matrice de covariance. Une étude
plus approfondie pourrait confirmer ce fait. Dans ce cas, si les marchés sont effectivement
segmentés, nous pourrions agréger les VaRs avec la régle (4) en supposant des corrélations p;,
relativement faibles.
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D Annexe de la section 4.2

D.1 Forme générale d’une loi d’extrémes

Nous pouvons montrer que la forme générale d'une loi d’extrémes est exp (h (z)). Nous avons
Gy () =F (2)N et

dGy (z) = F () InF () dN + NF ()N~ f (x) dx (91)

Nous en déduisons que

dln Gy (z) = InF (x) dN+NB=’:<<?) dz = hy () (92)
11 est alors facile de montrer que sous certaines conditions de régularité, hy () = h (z) lorsque
N — oo et F(z) — 1. En introduisant une contrainte de stabilité (la distribution des
extrema d’un sous-échantillon doit étre la méme que celle de I’échantillon original), BOULIER,
BRABANT, DALAUD et DIEU [1997] montrent que h est la solution d’une équation fonctionnelle
qui ne posséde que trois solutions.

D.2 Jacobien analytique de la fonction de log-vraisemblance

Nous avons

M=

0.0 (xi:0) = %
(148 —w ) (G —p) —ow
oot (XTJLF;Q) B ( (72w
_1 1 ;Lr _ ;Lr _
! (X;i;;g) B (1 - E> (? e (Xf(fw,u)> a = ow s (93)
avec
ot (M) (01)
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