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1
Les produits

1.1 Introduction

Les instruments financiers sont trés divers et leur complexité s’accroit de jour en jour. Il est donc de plus
en plus difficile de dresser une typologie des produits. Pour faire simple, on discutera ici des actifs de
base : action, obligation, matiéres premiéres, devises. Dans le chapitre suivant, on commencera a parler
produits dérivés, c’est-a-dire des contrats dont les flux financiers associés dépendent (i.e dérivent) des
actifs de base discutés ici.

S’agissant des actifs de base, nous donnons ici leur définition et développons les mathématiques élémen-
taires qu’il est nécessaire de maitriser avant de poursuivre.

Rappelons qu’un actif ou instrument financier est un moyen d’effectuer des transferts intertemporels de
richesse. Lorsque ces transferts de richesse sont parfaitement connus, on parlera d’actifs & revenu fixe
(fixed-income securities) et, concrétement, cela désignera typiquement les obligations. Dans ce cas, la
question essentielle de savoir combien vaut en euro d’aujourd’hui la promesse (certaine) de recevoir un
euro & une date future donnée (i.e. le prix du temps). Les actions, les devises, les matiéres premiéres sont, &
I’'inverse, des exemples d’actifs permettant des transferts de richesse non parfaitement connus aujourd’hui.
Ainsi, une action d’une entreprise donne droit & une part des bénéfices futurs de cette entreprise mais ce
profit n’est pas connu aujourd’hui. Dans ce cas, il y a deux dimensions : une dimension prix du temps et
une dimension prix du risque. En effet, ces derniers actifs impliquent également des transferts de risque
entre individus.

L’ouvrage présent est une introduction a ces questions en essayant de marier les considérations pratiques
sur I'utilisation de ces produits et les repéres théoriques (valorisation et couverture). Le parti pris est de
ne pas faire de théorie << dure >>, celle-ci étant traitée de fagon compléte dans les cours de Mathématiques
Appliquées.

1.2 Les actions

1.2.1 Généralités

Une action (equity, stock, share) est un titre de propriété d’une entreprise donnée. Elle génére donc
pour ses détenteurs (les actionnaires ou shareholders) un certain nombre de droits, notamment le droit de
recevoir une partie des bénéfices futurs et un droit de vote sur les décisions stratégiques de ’entreprise.
On s’intéresse ici aux actions comme actif financier, c’est-a-dire un actif qui génére des flux futurs appelés
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dividendes. Les dividendes représentent tout ou partie des bénéfices selon que les actionnaires décident
de retenir ou non une partie des bénéfices dans ’entreprise. Les dividendes sont versés périodiquement.

On ne regarde pas ici les raisons qui poussent une entreprise & émettre des actions ou a s’endetter. Pour
faire simple, disons qu’une entreprise dispose & sa création d’un capital apporté par ses actionnaires. Ce
capital n’est pas forcément coté sous forme d’actions sur les marchés de capitaux. Toutefois, si I’entreprise
est suffisamment importante, elle peut faire appel a I’épargne publique et les actions de ’entreprise
peuvent étre cotées sur un marché d’actions. Enfin, pour financer ses investissements, I’entreprise peut
soit émettre de nouvelles actions, soit s’endetter (auprés d’une banque ou en émettant des titres de dette,
i.e. des obligations). La question des avantages comparés des deux modes de financement ne seront pas
abordées ici et reléevent d’un cours de finance d’entreprise.

Nous adoptons donc ici le point de vue des marchés plutét que celui de I'entreprise qui cherche & financer
ses investissements. La variable & cerner est le prix de ’action. Ce prix est fonction des anticipations
des intervenants sur le niveau des dividendes futurs et sur la valeur de revente de 'action. En effet, une
action n’a pas de terme défini autre que la faillite de Pentreprise (ou sa disparition pour d’autres raisons
comme une fusion). Par conséquent, la valeur de revente de Paction dans 5, 10 ou 15 ans n’est pas plus
connue aujourd’hui que les dividendes futurs. Par exemple, les valeurs dites de la Nouvelle Economie
ont coté & des prix élevés une partie de ’année 2000, malgré des dividendes courants égaux a 0 et, pour
certaines, nuls & ’horizon de deux ans. Dans ce cas, la faiblesse des dividendes fut largement compensée
par 'anticipation d’une importante valeur de revente de I’action.

Le prix d’une action suit donc un processus aléatoire qui refléte aussi bien les incertitudes futures (en
particulier sur les profits de Pentreprise) que les appréciations qu’en ont les intervenants sur les marchés.
De fait, le cours d’'une action est trés largement imprévisible & partir de l'information publiquement
disponible. Si tel n’était pas le cas, on pourrait construire des stratégies majoritairement gagnantes, ce
que démentent ’observation courante et les études économétriques.

1.2.2  Modélisation des prixz d’actions

Les questions d’évaluation des produits dérivées nécessiteront de préciser la modélisation des prix d’ac-
tions. On peut toutefois d’ores et déja donner une idée de la forme des modeéles qu’on rencontrera.
Supposons une seconde que le monde est déterministe, c’est-a-dire qu’on connait le prix demain de 'ac-
tion ainsi que le dividende versé. Si on note S le prix demain, Sy le prix aujourd’hui et divy le dividende
versé demain, alors investir Sy euros aujourd’hui rapporte S; + divy; demain. Parallélement, on peut in-
vestir la méme somme sur un actif sans risque (i.e. la caisse d’épargne) et obtenir demain (1 +17).Sp si r
est le taux d’intérét. Dans un monde déterministe et en négligeant les cotits de transaction et les taxes,
les deux placements doivent coincider, soit :

Sl + di?)l = (]. + T).SO
ou encore :

S1 + divg
So = 1+7r

Si on prolongeait cette relation par récurrence, on aurait alors (en supposant que le monde est déterministe
pour toujours et que le taux d’intérét ne bouge pas) :
divy divg divy + St

So = 1o R e (1.1)

Le monde n’étant pas déterministe, il est alors logique de postuler une dynamique des prix d’actions de
la forme :

Sy +div=(1+7r).So+e1

oll €1 est un aléa dont la réalisation ne sera connue qu’a la date 1. La question essentielle est donc de
savoir quel type de loi suit la variable 1. On partira de ce type de modélisation pour évaluer les produits
dérivés sur actions.
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Les analystes financiers - dont le role est d’évaluer la valeur d’une société - calculent des valeurs dites
fondamentales en appliquant la formule (1.1) et en faisant des hypothéses sur les dividendes futurs
(méthode dite DCF, Discounted Cash Flow). Ainsi, si on suppose que les dividendes croissent a un taux
g constant (supposé inférieur a r), alors la valeur fondamentale s’écrit (avec T — +00) :

div

Cette facon d’évaluer donne des résultats qui peuvent étre trés éloignés des prix observés sur les marchés,
ce qui est logique compte-tenu de toutes les hypothéses restrictives faites. Elle donne néanmoins un guide
sur ce que devrait étre le prix de I’action.

1.2.3 Cotation

En pratique, deux types de marché co-existent : les marchés dits réglementés et les marchés de <<
gré a gré >>. Ce qui les distingue porte sur leur degré d’organisation : les marchés réglementés doivent
satisfaire & des contraintes spécifiques d’organisation, de fonctionnement, d’admission des valeurs. Ils sont
d’ailleurs en pratique sous la tutelle d’organisme de place (le Conseil des Marchés Financiers en France).
Les marchés de gré a gré ont des contraintes plus souples. Dans la suite, on prendra ’exemple des marchés
francais (on pourra se référer aux documentations de www.bourse-de-paris.fr).

— Les intervenants (dits prestataires de services d’investissement) sont les établissements de crédits
(banques, caisses d’épargne etc.) et les entreprises d’investissement (ex-sociétés de bourse, ex-sociétés
de gestion). Cette organisation date d’une loi de 1996 visant & adapter une directive européenne sur
les services d’investissement. Ce qui change par rapport a la situation précédente est la plus grande
liberté pour les différents acteurs d’exercer les différentes activités (collecte et transmission des ordres,
négociation, gestion de portefeuille etc.). En particulier, la négociation des valeurs mobiliéres n’est
plus le monopole des sociétés de bourse.

— Les marchés réglementés francais comprennent (en dehors des marchés d’options (MONEP) et a
terme (MATIF) qu’on verra plus loin) : le Premier Marché, le Second Marché, et le Nouveau Mar-
ché. En gros, le Premier Marché est réservé aux valeurs des plus grandes sociétés (frangaises ou
étrangeres), le Second Marché aux entreprises de taille plus faible ou a celles qui ont vocation a
rentrer un jour sur le Premier Marché. Enfin, le Nouveau Marché est réservé aux valeurs a fort
potentiel de croissance (comme les start-up).

— Les titres sont négociés soit au comptant, soit en réglement différé (ex-réglement mensuel). Au
comptant, le paiement et la livraison des titres est immédiate. En réglement différé, le mécanisme est
différent : lorsqu’un acheteur (individuel) passe un ordre d’achat (& sa banque par exemple), I'inter-
médiaire transmet Pordre d’achat au négociateur qui achéte les titres au comptant (donc paiement et
livraison immédiate au négociateur). En revanche, Pacheteur final ne paie et n’est livré qu’au dernier
jour de bourse du mois. Il y a donc un délai entre la conclusion de la vente et la livraison & ’acheteur
final, 'intermédiaire assurant ainsi le portage des titres pendant quelques jours. Evidemment, vu
du coté de 'acheteur, le négociateur rend un service puisque d’une certaine facon il avance pendant
quelques jours les fonds qui permettront de payer les titres. Ce service génére donc logiquement
une commission payée par ’acheteur final & I'intermédiaire. Le mécanisme est symétrique dans le
cas d'une vente; dans ce cas, le négociateur fait 'avance des titres. Tous les titres ne sont pas sus-
ceptibles d’entrer dans ce mécanisme : seuls les titres du SBF 120 (indice de marché comprenant
les 120 plus grosses capitalisations du marché frangais) ou ayant une taille suffisante (1 Mds euros
de capitalisation, 1 Mns euros traités quotidiennement) sont éligibles. Enfin, la position peut étre
reportée d’'un mois a l'autre.

— Ce systéme de réglement différé dit SRD (service réglement différé) permet d’acheter a crédit ou
de vendre sans avoir les titres. Plusieurs opérations peuvent étre faites au cours du mois : il est
donc possible d’acheter un ensemble de titres en début de mois et de les revendre au cours du mois
sans avoir rien a débourser et en recevant simplement le profit ou la perte de cette combinaison
d’opérations, auquel on retranche bien-siir les commissions de portage.

— L’ordre standard est du type << ordre avec limite >>, i.e. << je veux acheter tel titre au prix maximum
de x euros par titre >> ou << je veux vendre tel titre au prix minimum de z euros par titre >>.
Lorsque © = 400 pour un ordre d’achat, et x = 0 pour un ordre de vente, 'ordre est dit << & tout
prix >>. Ces ordres seront prioritaires sur tous les autres. D’autres ordres existent également : ’ordre
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<< tout ou rien >> porte sur une quantité non fractionnable a vendre ou & acheter avec une limite de
prix donnée; les ordres << a seuil de déclenchement >> comportent une limite en deca ou au-dela de
laquelle ils se transforment en ordres & tout prix; les ordres << au prix de marché >> ne comportent
aucune indication de cours.

— Ces marchés sont gouvernés par les ordres. Plus précisément, les ordres sont classés par limite de
prix et, pour chaque limite, chronologiquement au fur et & mesure de leur introduction. L’exécution
des ordres se fait selon deux ordres de priorité : sont servis en priorité les ordres d’achat dont les
limites sont les plus élevées et inversement pour les ordres de vente. En clair, on sert d’abord ceux
qui sont préts a acheter << cher >> et ceux qui sont préts & vendre & un prix << faible >>. A limite
donnée, les premiers arrivés sont servis les premiers.

— Avant 'ouverture du marché (donc avant 9 h 00 le matin), les ordres de vente et d’achat sont mis en
regard et un prix (i.e. le fixing) est calculé. Le prix est calculé de telle sorte que loffre et la demande
soit << la plus équilibrée possible >>, c’est-a-dire le prix qui maximise la quantité de titres échangés.

— La négociation de valeurs mobiliéres - qui était avant 1996 le monopole des sociétés de bourse - est
désormais possible pour tous les intervenants. Voici I'exemple donné dans la documentation SBF

(www.bourse-de-paris.fr)
\ 4
/1 L

my/ X

Demande Offre
Cumul Quantité Prix Prix Quantité Cumul
400 2 tout prix & tout prix 06
Goa + 200 61,35 60,95 * 250 oo
Bso +250 G120 61,040 * 0D 1050
1350 + 500 61,15 61,05 + Gl 1550
22a0= + 850 1,80 &1,10 + Gty = 2150
T + 10600 1,05, 61,15 +1258 L0
G200 + 3000 G100 61,20 +1 700 500

Graphique 1.1 — Exemples de carnet d’ordre

Si on note a(l) (resp. v(l)) la quantité de titres demandés (resp. offerts) pour la limite [, c’est-a-dire
les ordres d’achat (resp. vente) pour un prix ne devant pas dépasser (resp. étre inférieur &) [, alors
le premier fixing se fait au prix p tel que :

Min 7;; a(l) = 20, v(l)
p

ou Zl'f; a(l) est la fonction de demande de titres (fonction décroissante de p) et >7_, v(l) la fonction
d’offre de titres (fonction croissante de p). On voit dans cet exemple que l'offre et la demande ne
coincident pas parfaitement et donc seuls 800 des 850 titres demandés a 61.10 euros sont servis.

— Au cours de la journée, chaque introduction d’un nouvel ordre génére une transaction pour peu qu’il
y ait une offre ou une demande compatible (en prix) en face. Suivant les cas, la confrontation des
ordres est continue. Dans d’autres cas, seuls des fixings réguliers ont lieu.

1.2.4  Prixz d’actions et théorie économique

Les prix des actions varient quasi-contintmment au cours du temps et de fagon non prévisible, d’ou
I'idée d’introduire des modeles aléatoires. Ces variations de prix ont plusieurs origines qu’on peut voir
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a partir de la formule d’actualisation (1.1) : changement dans les anticipations de profit des entreprises,
mouvements des taux d’intérét, changement d’appréciation sur la bonne santé des entreprises etc. Le
role des analystes financiers est justement d’intégrer tous ces parameétres dans une formule du type (1.1)
pour en déduire ce que devrait étre le << vrai »> prix de 'action (on parle de cours fondamental) afin
de conseiller les investisseurs potentiels. En pratique, on constate souvent des écarts notables entre les
évaluations des analystes et les prix de marché observés : tout 'art de I’analyste est de savoir s’il s’agit
d’une erreur d’évaluation de sa part ou une erreur du marché qui sera donc tot ou tard corrigée. Les prix
des actions de sociétés Internet en 1999 et 2000 constituent un exemple typique de ce genre d’écart.

Il faut noter également que le prix de marché doit tenir compte de I’aversion au risque des intervenants du
marché et plus généralement de leur fonction d’utilité, parameétre qu’il est évidemment difficile d’estimer.
En pratique, les analystes rajoutent une prime de risque dans la formule d’évaluation (1.1), sous la forme
d’un terme supplémentaire au dénominateur (i.e. 7+prime). Cette prime (positive) réduit mécaniquement
la valeur que l'on attribue & un euro aléatoire dans le futur et synthétise a la fois le niveau de risque
ressenti par les intervenants du marché et leur aversion pour ce risque.

Du point de vue des produits dérivés, le cours de 'action est une donnée et son évolution est modélisée
par un processus aléatoire dans lequel on ne cherche pas a introduire les préoccupations des analystes sur
les variables susceptibles d’influencer les cours futurs. L’idée est d’'une part qu’il est illusoire de prévoir
les cours futurs et d’autre part qu’on n’a pas réellement besoin de faire ces prévisions : le cours d’une
action est une source potentielle de risque - que le cours monte ou qu’il baisse - et la vraie question est
de savoir comment il influe sur les prix des produits dérivés.

1.3 Les obligations

1.3.1 Généralités

Les titres obligataires sont des titres de dette et non de propriété comme les actions. Ces titres s’ap-
parentent complétement & une opération de prét / emprunt : une entreprise qui émet des obligations
emprunte des fonds aux acheteurs des titres. La seule différence avec les opérations bancaires d’emprunt
et de prét réside dans le caractére négociable de ces titres. L’acheteur initial du titre! a la liberté de
revendre son titre & un autre intervenant, ce dernier devenant le créancier de I’émetteur du titre.

Les émetteurs possibles peuvent étre trés divers : Etats, entreprises, collectivités locales, fonds de créances
etc. Les flux générés par ces titres sont de nature trés différente des titres d’action : dans le cas des
actions, les flux sont des dividendes, c’est-a-dire des parts du bénéfice de ’entreprise. S’agissant des
titres obligataires, les flux sont des flux d’intérét et de remboursement du capital. Ces flux sont << moins
>> aléatoires que pour les dividendes d’action (d’ou le terme anglais de fixed-income securities). Plus
précisément, ’émetteur du titre (i.e. 'emprunteur) n’a en général pas de levier pour modifier en cours
de route le montant des flux versés aux détenteurs de titre. Il s’agit donc d’un contrat ot ’emprunteur
s’engage & rembourser le capital emprunté ainsi que des intéréts selon des modalités et une régle de
fixation décidées initialement et intangibles par la suite (sauf défaut de 'emprunteur).

Enfin, lorsqu’il s’agit d’une entreprise en difficulté financiére, les créanciers sont prioritaires devant les
actionnaires.

1.3.2  Calcul des flux

Deux titres obligataires se dinstinguent par la régle de détermination des flux : obligation & taux variable,
a taux fixe, obligation indexée etc. On note K le capital de chaque titre (encore appelé capital nominal,
valeur faciale du titre, principal) : K représente la dette de 'émetteur vis-a-vis du détenteur du titre.
On note également T' la durée du titre, c’est-a-dire la durée au-dela laquelle les intéréts ont été payés et
le capital a été remboursé. On pourrait imaginer une durée infinie; on parle alors de rente perpétuelle.

L1On parle de marché primaire pour désigner la mise en vente initiale des titres, puis de marché secondaire par la suite.
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A T’émission du titre, sont stipulées les conditions de paiement des intéréts (i.e. les coupons) et de
remboursement du capital (i.e. Pamortissement du capital). En notant m; le flux versé au détenteur du
titre & la date ¢, on a donc une mécanique du type :

my = it —+ ag

avec

¢ = intéréts

a; = amortissement
du capital

L’amortissement du capital représente la quantité de capital remboursée a chaque période : 'amortisse-
ment en ¢ est donc par définition égal au capital restant da (noté Cy_1) en t — 1 moins le capital restant
dient:

ap = Ky 1 — Ky

Les intéréts sont trés logiquement calculés comme ’application d’un taux d’intérét sur le capital restant
di en début de période, soit :
iy = ct. K1

ol ¢; est aussi appelé taux de coupon. Les modalités de calcul des flux sont connues au départ, ce qui
signifie qu’on se donne les deux fonctions :

Ct = C(t, Zt)
a = af(t z)

et qui permet de calculer les flux générés par le titre. (z;) est une variable de référence dont on verra des
exemples par la suite (inflation, taux de marché etc.). Dans 'immense majorité des cas et a I'inverse des
emprunts accordés par le systéme bancaire aux particuliers, la fonction a(t) est nulle sauf en T ou elle
vaut K : en clair, le capital n’est remboursé qu’a la fin (remboursement dit in-fine) et seuls des flux
d’intérét sont versés avant T'.

1.3.3  Quelques exemples

On peut donner quelques exemples en partant des plus classiques :
— Titre a taux fixe et 4 remboursement in-fine. C’est le cas ou :

C¢ = C
ag = Opourt<Tet Kpourt=T

Les flux sont donc constants égaux a m; = ¢.K et mp = (14¢).K. Une majorité de titres d’obligation
fonctionne sous ce schéma. Ainsi, la plupart des Obligations Assimilables du Trésor (OAT) - qui sont
les titres de dette émis par 'Etat frangais - est & taux fixe et & remboursement in-fine.

— Titre a taux variable et 4 remboursement in-fine. La seule chose qui change est que ¢; est
désormais une fonction d’une référence variable :

e = c(z)

A titre d’exemple, 'OAT TEC 10 ans est une obligation a taux variable ¢; ou la référence z; est égale
a un taux & 10 ans (on verra plus loin ce qu’on entend par 1a). Concrétement, elle se calcule comme
<< I'interpolation linéaire des taux de rendement des deux OAT les plus proches de la maturité exacte

de 10 ans et d’un encours supérieur & 20 Mds FRF (3 Mds euros) »> (ce qu’on entend par taux de
1
rendement sera clarifié par la suite). Le coupon est versé trimestriellement et vaut ¢; = (1 4 2;)* —1,

avec z; le taux TEC 10 (défini & 'instant) calculé (en gros) un trimestre avant versement du coupon
(exactement 5 jours ouvrés avant la date de jouissance du coupon). On dit que le taux est préfixé?.

2Pour plus d’informations sur le TEC 10 et 'OATI, voir www.francetresor.gouv.fr

12



Théorie et pratique des instruments financiers

— Titre indexé et & remboursement in-fine - cas de I’OATi. Par rapport a la situation précé-
dente, (z;) est le taux d’inflation des prix des biens et services (indice INSEE) et le capital remboursé
est garanti contre l'inflation, soit :

a; =0 pourt <T et K.max(I(T),1) pourt =T

ou I(t) désigne la hausse des prix entre la date d’émission (date 0) et la date ¢. En clair, la dette de
I’émetteur vis-a-vis du détenteur est égale a un certain capital K revalorisé par l'inflation constatée
entre la date d’émission et la date de remboursement du capital. Toutefois, 8’il y a eu déflation (i.e.
baisse des prix, I(t) < 1), alors le capital remboursé est égal au capital nominal K, ce qui est un
avantage pour le détenteur du titre. Les intéréts ou les coupons sont calculés comme i, = c. K.I(t).
Le calcul de la variable I(t) se fait & partir de l'indice INSEE des prix de consommation (IPC),
qui est I'indice des prix habituel de FINSEE, avec toutefois une nuance : I'TPC du mois n n’étant
connu qu'en fin de mois n + 1, la référence I(t) pour ¢ = jiéme jour du mois m est égale a :
IPC,_3+ =Nbl (IPCy,—2 — IPCy, _3), ot Ny, est le nombre du jour du mois m.

— Titre zéro-coupon. C’est un titre particulier qui ne verse aucun flux sauf en 7T'. Ces titres ont une
grande importance théorique car ils vont jouer le role d’une base canonique pour I'espace des titres
a flux fixes. Dans le cas d’un zéro-coupon, on a donc :

my=0pourt<T etmp=1

En pratique, les zéro-coupon apparaissent par démembrement d’obligations existantes (on parle de
Strips). En France, un grand nombre d’OAT sont démembrées depuis la premiére opération en juin
1991.

1.3.4 Modélisation des prix d’obligation

On s’intéresse ici a des titres obligataires dont les flux sont parfaitement connus & ’avance méme si, dans
les exemples précédents, on a vu que ce n’était pas toujours le cas (TEC 10, OAT] etc.). Si on note my,...,
mr ces flux fixes, un titre obligataire peut se concevoir comme un portefeuille (i.e. une combinaison
linéaire) de titres zéro-coupon. En définissant un titre zéro-coupon comme un titre qui verse 1 euro a une
date t future, alors un titre obligataire est un portefeuille composé de m; titres zéro-coupon d’échéance
1, ..., mp titres zéro-coupon d’échéance T'.

Par conséquent, le prix d’une obligation s’écrit :
P=my1.B(0,1)+..+m7p.B(0,T)

ou B(0,%) est le prix d’un titre zéro-coupon aujourd’hui (date 0) qui verse un euro a la date t. On
appelle aussi ces prix de zéro-coupon Discount Factors. Ils permettent dans un deuxiéme temps de
définir la notion de taux d’intérét. Il est important de noter que les différentes notions de taux d’intérét
qu’on rencontrera ne sont qu'une maniére d’exprimer le prix. Ainsi, on définit différentes notions de taux
d’intérét comme :

1
PN = e
ou : :
BT = o —pe 1

B(t,T)=1— (T —t).r(t,T)

Ces trois notions (respectivement taux d’intérét actuariel, post-compté, pré-compté) sont certes
équivalentes au premier ordre mais peuvent induire des écarts substantiels numériquement. Il est donc
important de savoir, pour chaque marché, la convention de taux d’intérét utilisée, la fagon de compter
les durées (en jours, mois, fraction d’années etc.).

Au total, en prenant la convention actuarielle, le prix d’une obligation aujourd’hui (date 0) s’écrit :

m m
P=— 4 + L

14 r(0,1) L0 1.2
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formule dite formule d’actualisation qui est dans le méme esprit que la formule de valorisation des
actions (1.1).

Les marchés définissent également la notion de taux de rendement actuariel TRA (yield-to-maturity ou
internal rate of return en anglais) d’une obligation par la formule :

my mr

Pt +——
(1+TRA) [1+TRA]"

Si on compare cette formule avec la formule d’actualisation (1.2), on peut toujours considérer que le TRA
est une sorte de moyenne pondérée des taux zéro-coupon. Une fois de plus, les différentes notions de taux
d’intérét ne sont qu’une fagon d’exprimer la notion de prix, qui elle est non-ambigue.

Enfin, si on s’inspire de ce qui a été dit sur la modélisation des prix d’actions, on peut se placer dans un
monde déterministe ot un investisseur détient a la date 0 une somme B(0,T) euros. Il peut soit la placer
sur une période et il obtiendra :

B(0,T).[1+r(0,1)]

soit acheter un titre zéro-coupon d’échéance T' (dont le prix aujourd’hui est justement B(0,7)) et qui
vaudra B(1,T) en 1. Si le monde est déterministe, ces deux stratégies doivent étre équivalentes :

B(1,T) = B(0,T).(1+(0,1))

ou encore : B(0.T
B(1,T) = 7( 1)
B(0,1)
Ainsi, le prix demain se déduit par récurrence des prix aujourd’hui. Comme le monde n’est pas détermi-
niste, on modélisera 1’évolution des prix en rajoutant un aléa £; dans cette équation.

1.3.5  Taux dintérét et théorie économique

Les taux d’intérét sont définis ici 4 partir des prix (des titres a flux fixes tels que les obligations). Il s’agit
bien de la méme notion intuitive habituelle : r(t,t+41) par exemple désigne bien le taux de rendement d’un
placement d’un euro sur la période (¢,t + 1). Ce taux mesure la préférence des individus pour le présent.
La préférence naturelle de tout individu est évidemment de consommer aujourd’hui plutot que d’attendre
demain, ne serait-ce que parce que l'individu a une probabilité non nulle d’étre mort demain. Les prix
des zéro-coupon qui mesurent exactement cette idée (i.e. le prix d’un euro demain vaut moins qu’un euro
disponible aujourd’hui) doivent donc étre inférieurs a 1. De fagon équivalente, les taux d’intérét doivent
étre positifs. Enfin, des taux d’intérét élevés signalent une forte préférence pour le présent : les individus
exigent un dédommagement élevé (i.e. des intéréts élevés) pour ne pas consommer aujourd’hui et reporter
cette consommation a plus tard.

Lorsqu’on considére des taux d’intérét sur un placement monétaire (i.e. on échange des euros d’aujourd’hui
contre des euros demain), on parle alors de taux nominal. Lorsque le bien n’est pas la monnaie mais un
autre bien, on parle de taux réel. L’or est un exemple : on peut imaginer un zéro-coupon qui verse un
gramme d’or en T et donc le prix de ce titre exprimé en gramme d’or aujourd’hui permet de définir un taux
d’intérét réel. Les économistes appellent taux réel la quantité : taux nominal moins taux d’inflation (des
prix de consommation des ménages, en général), ce qui est homogene a la notion précédente a condition
de ne plus considérer or mais un panier représentatif de la consommation des ménages (a 'instar du
panier de 'INSEE).

On parle de courbe par terme des taux d’intérét ou plus simplement courbe des taux d’intérét
ou encore gamme des taux d’intérét. Ces termes désignent la courbe observée a un instant ¢ et qui
donne le taux d’intérét r(t,t + h) pour h variant de 0 & U'infini (en pratique 30 ans).

Comme pour les actions, les prix des titres zéro-coupon (et donc les prix des obligations) varient constam-
ment. Ainsi, chaque point de la courbe des taux bouge d’un instant a l'autre. A I'inverse des actions, on
n’a pas affaire & un processus aléatoire de dimension 1 (i.e. le prix d’une action) mais & un processus
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de dimension infinie (i.e. les prix des zéro-coupon pour toutes les maturités). Nous verrons que les idées
financieres utilisées pour modéliser un point (cas des actions) ou une courbe (cas des taux d’intérét) sont
fondamentalement les mémes. En revanche, le traitement mathématique sera différent encore que, dans
I’écrasante majorité des modeéles, on réduit la dimension infinie des mouvements de la courbe des taux a
des dimensions finies. Ainsi, on considérera par exemple que, lorsque la courbe des taux d’intérét bouge,
on peut réduire ce mouvement - au ler ordre - & un mouvement de translation, au 2iéme ordre, a un
mouvement de pentification ou d’aplatissement, au 3éme ordre & une variation de la concavité (dérivée
seconde de la courbe) etc. Suivant Pordre auquel on s’arréte, le probléme aura une dimension plus ou
moins grande mais toujours finie, ce qui simplifie grandement les choses...

A Pinverse des actions, il n’y a pas d’incertitude sur les flux futurs (hormis tous les cas d’obligations a
taux variable, indexées sur I'inflation etc.) et les variations de prix sont donc essentiellement gouvernées
par les variations des parameétres des individus, notamment la préférence pour le présent par rapport aux
dates futures telle qu’elle se reflete dans 1’équilibre offre - demande de titres. Toutefois, la situation est
plus complexe que cela. Les taux d’intérét ne reflétent pas uniquement la préférence pour le présent mais
également la politique monétaire. En effet, la banque centrale d’un pays (la Banque Centrale Européenne
pour la zone euro, la Federal Reserve pour les Etats-Unis) peut controler les taux d’intérét courts (i.e.
le taux d’intérét pour un placement d’aujourd’hui & aujourd’hui plus quelques jours) car, étant capable
de créer de la monnaie, elle peut préter autant qu’elle veut et au taux d’intérét qu’elle souhaite (avec
des limites institutionnelles bien-stir). Dans ces conditions, elle controle assez bien les taux courts mais
moins les maturités plus élevées. Par conséquent, les mouvements de la courbe des taux d’intérét refléte,
pour les maturités longues, 1’offre et la demande de titres et donc en derniére analyse la préférence pour
le présent des individus, et, pour les maturités courtes, la politique monétaire.

Les choses sont encore plus compliquées quand on songe qu’il n’est pas possible de séparer les deux
phénomeénes. Ils seront de facto liés : en effet, un individu qui veut placer son argent sur par exemple
10 ans peut toujours acheter un titre zéro-coupon de maturité 10 ans, ou alternativement acheter un
zéro-coupon de maturité un an avec I’idée de le revendre I’année prochaine pour en racheter un autre de
maturité un an etc. Ces deux placements sont de maturité 10 ans mais sont trés différents car on ne sait pas
aujourd’hui combien vaudra dans un an le zéro-coupon de maturité un an. En clair, on ne connait pas la
courbe des taux qui se réalisera dans un an. Toutefois, s’agissant de placements a 10 ans, il y a certainement
un lien : en moyenne, les rendements ne doivent pas étre trop différents. Dans le premier cas, le taux de
rendement annuel est (0, 10), dans le second cas, il est plutot égal a 15 [r(0,1) +r(1,2) + ... +7(9,10)]
(au premier ordre). Si tous les taux courts r(t,t + 1) sont plutot gouvernés par la politique monétaire et
les taux longs r(0, 10) par Uoffre et la demande, et si en plus on ajoute I'idée que r(0, 10) ne doit pas étre
trop différent de I'espérance de 15 [r(0,1) +7(1,2) + ... + r(9,10)], alors on est forcé de constater que les
deux phénomenes (préférence pour le présent et politique monétaire) interagissent.

L’idée que les taux longs doivent étre proches d’une certaine espérance de la moyenne des taux courts
intermédiaires est a la base des raisonnements des économistes et s’appelle hypothése de la théorie
des anticipations. En exploitant cette hypothése, une hausse des taux d’intérét révéle que les marchés
anticipent des hausses des taux courts par la banque centrale (i.e. un resserrement de la politique moné-
taire), et inversement en cas de baisse (i.e. un assouplissement de la politique monétaire). De fait, cette
grille d’analyse rend assez bien compte des tendances de fond des mouvements de taux d’intérét.

Enfin, il faut remarquer que les taux d’intérét comportent une dimension supplémentaire << risque de
contrepartie >>, c’est-a-dire un risque que ’émetteur du titre - 'emprunteur - fasse défaut et soit donc dans
I'impossibilité de rembourser sa dette. Ce risque est négligeable pour les émissions de la plupart des Etats
(on parle de risque souverain) mais il Pest moins pour d’autres acteurs comme les collectivités locales. 11
I’est trés nettement moins pour bon nombre d’entreprises émettrices : le taux d’intérét que doivent payer
ces émetteurs est alors une fonction croissante de leur risque de défaut. En effet, les acheteurs de titres
exigent un taux d’intérét d’autant plus élevé que I’émetteur du titre a un risque de ne jamais rembourser
sa dette (& lextréme, on parle de marché des << high yields »>>). On décompose alors les taux d’intérét
sur ce marché en une partie << taux d’intérét pur >> et une partie << risque de défaut >>.

1.3.6 FEncore quelques notions pour finir

On donne ici en vrac quelques termes utilisées lorsqu’on parle d’obligations :
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— la duration d’une obligation est définie comme :

m 2.m: T.m
(1+T}%A) + (1+TR2A)2 ot [1+TR7,;}]T
P

D =

c’est-a-dire la moyenne pondérée des dates futures 1,..., T, la somme des pondérations étant égale
a 1. Cette quantité est homogeéne & une durée et est exactement égale & T" pour un zéro-coupon. 11
est facile de vérifier que c’est aussi la dérivée du logarithme du prix d’une obligation par rapport au
taux de rendement actuariel TRA (au signe prés et a un facteur 1+ RA prés). Par conséquent, D
s’appelle aussi sensibilité du prix; elle mesure de combien (en pourcentage) le prix du titre varie -
au ler ordre - lorsque T'RA varie. Que cela signifie-t-il 7 Supposons que la courbe des taux soit plate
aujourd’hui, i.e. r(0,t) = r = constante (pour tout t), alors TRA = r et D mesure le pourcentage de
variation du prix quand la courbe des taux d’intérét a un mouvement de translation. D mesure donc
la sensibilité au ler ordre du prix du titre & un mouvement des taux d’intérét. Cette grandeur est
donc trés utile pour un financier car elle permet de quantifier le risque lié & des mouvements de taux
d’intérét. En particulier, la sensibilité d’un zéro-coupon de maturité 10 ans est plus forte que pour
une obligation (& coupons) de méme maturité : le premier titre réagira donc plus & un mouvement
des taux d’intérét que le second.

— prix pied de coupon : le prix du titre obligataire en faisant abstraction du prochain coupon. Le
prochain coupon s’appelle le coupon couru.

— conventions de date : en pratique, il est trés important de savoir comment les durées sont mesurées.
Elles le sont généralement en jours mais, comme les taux d’intérét sont annuels, il faut convertir les
jours en fraction d’années. Selon les marchés, on convient de considérer que 'année a 360 jours (et
le mois 30 jours) ou 365 jours.

1.4 Les matieres premiéres

Nous n’insisterons pas ici sur ces actifs qui recouvrent les métaux précieux (or, argent etc.), le pétrole et
ses sous-produits, les matiéres premiéres agricoles, et, depuis récemment, ’électricité, la bande passante
dans l'industrie des télécommunications, et bientot les permis d’émission des gaz a effet de serre. En
pratique, on met dans cette catégorie tout ce qui ne reléve pas du marché des actions, des taux d’intérét
et des taux de change?.

Les intervenants sur ces marchés ne souhaitent souvent pas prendre livraison des biens eux-méme (assez
peu de gens ont réellement besoin d’acheter une cargaison de pétrole...) : les transactions concernent
surtout les produits dérivés (contrats a terme que nous verrons par la suite). Les intervenants cherchent
soit & spéculer, soit - et c’est ce qui justifie 'existence de ces marchés dérivés - & se couvrir contre des
variations de prix. Cela peut étre par exemple un industriel gros consommateur d’énergie qui veut se
couvrir contre une hausse des prix du pétrole, un producteur de mais qui veut prendre une assurance
contre une baisse du prix du mais etc. Comme ’enseigne la théorie économique, I'introduction d’une
assurance contre un aléa améliore le bien-étre des individus : les marchés dérivés jouent ce role.

La spécificité des matiéres premiéres par rapport aux actions et aux obligations est qu’elles ne peuvent
généralement pas étre stockées, tout au moins sans cott : ’électricité n’est pas stockable, une cargaison
de pétrole est cotiteuse & stocker, etc. Le cotit de stockage doit donc étre intégré dans la modélisation et
ne peut étre négligé.

30n constate une tendance historique & << marchéiser »> toute sorte de biens entrant dans les processus de production. Ces
nouveaux marchés apparaissent souvent lorsque le régulateur cherche a améliorer Defficacité de ’économie en démantelant
des monopoles, en internalisant des externalités telles que la pollution etc. Dans ces situations, la solution la plus simple
est en effet d’introduire un marché organisé du bien, qui doit conduire - d’aprés les théorémes fondamentaux de I’¢économie
- & une situation Pareto améliorée.
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1.5 Les taux de change

Les taux de change peuvent se concevoir comme une généralisation des actions : ainsi le prix en euro
d’une action est le << taux de change >> de ’euro / action, c’est-a-dire le prix en euro pour acquérir un
titre d’action. Devises et actions sont des numéraires, c’est-a-dire un étalon de valeur. Ainsi, comme les
prix d’actions, les taux de change fluctuent au cours du temps. En outre, la modélisation sera similaire.

1.5.1 Modélisation des taux de change

En supposant que le monde est déterministe, et si on note Sy (resp. Sp) le prix en euro d’1 dollar en date
1 (resp. date 0) (i.e. le taux de change euro / dollar), alors Sy euros aujourd’hui investis dans l’achat
d’un dollar rapportent S7(1 + r{ ) euros demain, ou r{ est le taux d’intérét d’un placement en dollar sur
la période (0,1) (f pour << foreign >>). Parallélement, on peut investir la méme somme sur un actif sans
risque en euro (i.e. la caisse d’épargne) et obtenir demain (1+7%).Sg si ¢ est le taux d’intérét domestique.
Dans un monde déterministe et en négligeant les cotits de transaction et les taxes, les deux placement

doivent coincider, soit :

14 rd
S1 = —.5
LTI R
ou encore : ;
1+7r
So= —.
O Pt

Si on prolongeait cette relation par récurrence, on aurait alors (en supposant que le monde est déterministe

pour toujours) :
g - qﬁ 1+ r{
0 1+

t=0

Sy (1.3)

Le monde n’étant pas déterministe, il est alors logique de postuler une dynamique des prix d’actions de

la forme : .,
147
S1=——S5+¢
LT e
ol €1 est un aléa dont la réalisation ne sera connue qu’en 1. La question essentielle est donc de savoir
quel type de loi suit la variable 1.

1.5.2  Interprétation économique

La relation (1.3) donne une grille de lecture des mouvements de change. Certes, cette relation ne tient
que dans un monde déterministe : les économistes 1'utilisent en disant qu’elle reste vraie dans le monde
réel mais << en moyenne >> seulement. Ce genre d’hypothése reléve du méme esprit que ’hypothése
de la théorie des anticipations évoquée ci-dessus & propos des taux d’intérét. Les économistes parlent
d’hypothése de parité non couverte des taux d’intérét. Ainsi, I’euro peut étre faible vis-a-vis du
dollar (Sy élevé) soit parce que les marchés anticipent qu’il sera faible dans lavenir, soit parce que les
marchés anticipent que les américains auront une politique monétaire moins souple que les européens (i.e.
f d
ri >rf).

1.6 Quelques conclusions

Ce chapitre d’introduction a fait une présentation trés informelle des différents actifs de base. Il est a
noter qu’on a beaucoup utilisé de raisonnements ot on compare deux placements et ot on soutient qu’ils
doivent avoir, sous certaines conditions, le méme rendement. Ce type de raisonnement sera formalisé par
la suite et sera systématisé a travers 'hypothése d’absence d’opportunités d’arbitrage. Un arbitrage est
une opération qui permet de faire un gain toujours positif sans rien investir. Dit de cette fagon, il parait
justifié de supposer que ce type d’opérations n’existe pas ou, lorsqu’elles existent, elles disparaissent
rapidement au profit des premiers intervenants qui s’en sont apergu. Cette hypothése est donc d’autant
plus justifiée que le marché fonctionne bien.
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On verra par la suite que cette hypothese est a la base de tous les modeles d’évaluation (actions, taux
d’intéret, change etc.) et a - au-dela de son apparence de trivialité - un contenu mathématique trés
puissant.

1.7 Reéférences bibliographiques

On pourra utilement se reporter aux ouvrages suivants :
— M. Avellaneda et P. Laurence (2000), Quantitative Modelling of Derivative Securities : From Theory
to Practice, Chapman & Hall.
— P. Chabardeés et F. Delclaux (1996), Les produits dérivés, Gualino éditeur.
— M. Musiela et M. Rutkowski (1997), Martingale Methods in Financial Modelling, Applications of
Mathematics, vol. 36, Springer-Verlag, Berlin.
— P. Wilmott (1998), Derivatives : The Theory and Practice of Financial Engineering, John Wiley &
Somns.
et évidemment au cours de Nicole El Karoui dans la voie Mathématiques Appliquées.
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2

Produits dérivés action

2.1 Introduction

Apreés avoir introduit les actifs de base au chapitre précédent, on aborde ici les actifs contingents, c’est-
a-dire les actifs dont les flux générés sont des fonctions - pas nécessairement continus - des prix des actifs
de base.

L’imagination des marchés étant sans limite, le nombre et la variété des produits contingents sont quasi-
ment infinies et il est donc difficile d’en faire une présentation exhaustive. En outre, les produits dérivés
mélangent couramment différents types d’actifs de base : action et obligation, taux de change et taux
d’intérét etc. Il est donc de plus en plus arbitraire de séparer produits dérivés action et produits dérivés
taux d’intérét, séparation que nous ferons tout de méme.

Avant méme de rentrer dans les détails, on peut se demander pourquoi les marchés de produits dérivés
ont pris une telle place depuis la création du premier marché organisé en 1973 (Chicago Board Options
Exchange). La réponse quelque peu tautologique est que cela doit répondre a un besoin. Fondamentale-
ment, les produits dérivés permettent de se couvir contre certains risques, de la méme fagon qu’un contrat
d’assurance automobile couvre contre les dégits consécutifs & un accident automobile. En effet, un contrat
d’assurance (resp. un actif dérivé) est un produit contingent qui génére un flux lorsqu’un événement tel
qu’un accident (resp. une variation du prix d’une action, une baisse des taux d’intérét etc.) se réalise. Or,
en environnement incertain, les économistes montrent que le bien-étre d’'un individu augmente lorsqu’on
lui donne la possibilité de s’assurer.

Il faut noter que tous les agents ne sont pas exposés aux méme risques et de la méme fagon. Une entreprise
fortement importatrice (de pétrole par exemple) sera trés exposée a une hausse du dollar (par rapport a
la monnaie de son pays de résidence) alors qu’a I'inverse une entreprise exportatrice (vers les Etats-Unis)
craindra une baisse du dollar. On peut également imaginer une entreprise qui consomme beaucoup de
produits pétroliers dans son processus de production mais qui exporte vers les Etats-Unis : une baisse
du dollar diminue ses colits et simultanément ses recettes. Dans ce cas, elle est partiellement immunisée
contre des variations du dollar. Dans ces exemples, on constate que des entreprises - exposées différemment
& une variation du dollar - peuvent avoir intérét a se rencontrer et a établir entre eux des contrats qui
leur permettent de s’assurer mutuellement.

Les marchés de produits dérivés sont une réponse naturelle & ce besoin d’assurance : comme tout marché,
ils permettent & des agents de se rencontrer pour faire des échanges mutuellement bénéfiques. Toutefois,
ces échanges ne sont pas des biens physiques mais des << quantités de risque >>.
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2.2 Les options de base

2.2.1 Définitions

Définition 1 Une option standard d’achat (i.e. call) est un droit d’acheter un actif donné & un priz
convenu & l'avance, & une date future donnée.

Il s’agit donc d’un droit et non d’une obligation : le détenteur de 'option a toujours le droit de ne pas
exercer son option, par exemple et surtout si I’exercice ne lui est pas profitable. Le << prix convenu a
lavance >> s’appelle le prix d’exercice (i.e. le strike en anglais) : c’est le fait qu’il soit connu a lavance
qui donne de la valeur a 'option. En effet, une option qui donnerait le droit d’acheter une action demain
au prix de marché demain n’a évidemment aucune valeur. La << date future donnée >> s’appelle la date
d’exercice. L’<< actif donné >> s’appelle lactif sous-jacent (i.e. underlying).

Lorsque l'option ne peut étre exercée qu’a la date d’exercice, on dit que l'option est européenne, par
opposition au cas américain ou l’exercice peut se faire & tout moment précédant cette date d’exercice.

Si on suppose que I'acheteur de l'option est rationnel, il ’exercera s’il y a intérét, c’est-a-dire si le prix
de lactif le jour de la date d’exercice est supérieur au prix d’exercice. Mathématiquement, le flux généré
(i.e. le payoff) s’écrit :

max(Sy — K, 0)
si St est le prix de marché de I'actif sous-jacent a la date d’exercice T. On note également ce gain sous

la forme :
(Sr—K)*

250 +

200 -

150 +

100 -

50 -

100 cours

Option d’achat standard de prix d’exercice 100

ans le cas contraire ot le prix de l'actif est inférieur au prix d’exercice, le détenteur de I’option n’exerce
D 1 t le prix de lactif est inf prix d’ , le détenteur de I'opt ’
pas son option, regoit donc 0 euro, et constate ex post qu’il a dépensé en pure perte le prix d’achat
e l'option, de méme qu’un automobiliste peut avoir le sentiment d’avoir payé en pure perte sa prime
de l'option, d qu’ t biliste peut 1 t t d’ pay p pert p
d’assurance s’il n’a pas eu d’accident pendant la période.

Un intervenant achéte une option d’achat s’il craint une hausse du cours de l'actif sous-jacent : I'option
lui permet de se prémunir contre ce risque. A titre d’exemple, considérons un intervenant qui achéte une
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option d’achat de prix d’exercice 35 euros et d’exercice dans un mois. Supposons que dans un mois le
cours de 'action soit de 38 euros : 'acheteur de 'option décidera d’exercer son option et achétera ’action
a 35 euros pour éventuellement la revendre immédiatement au prix de marché, soit 38 euros, empochant
ainsi un gain de 38-35 = 3 euros par option achetée. Si au contraire le cours dans un mois est de 30 euros,
le détenteur de ’option n’exerce pas, recoit 0 euro et donc constate une perte totale égale au prix d’achat
de ses options.

Il faut noter qu’a partir du moment ot on détient une option d’achat, on peut souhaiter la revendre si les
conditions de marché ou si I’exposition au risque du détenteur ont changé. Les options d’achat peuvent
généralement se vendre ou s’acheter comme n’importe quel actif financier.

Symétriquement, on définit 'option de vente (i.e. put) de la fagon suivante :

Définition 2 Une option standard de vente (i.e. put) est le droit de vendre un actif donné & un prix
convenu & l'avance, & une date future donnée.

L’acheteur d’une option de vente anticipe ou craint une baisse de ’actif sous-jacent. Comme précemment,
on peut acheter une option de vente ou la vendre quand on en détient. Mathématiquement, le profil de

gain est évidemment le suivant :
max(K — St,0)

120 -
100 -

80 -
60 \
40

20 -

0 \

100 cours

Option de vente standard de prix d’exercice 100

2.2.2  Exemples de contrat d’option - MONEP

Le Marché des Options Négociables de Paris est un marché organisé sur lequel sont traités notamment des
options sur différents titres d’actions et également sur des indices. L’indice CAC 40 synthétise I’évolution
des 40 plus grosses capitalisations de la Bourse de Paris et donc évolue au jour le jour comme le ferait
n’importe quelle action. On peut donc considérer des options sur cet indice : ce type d’option permet
donc de se couvrir ou de spéculer sur une hausse ou une baisse générale du marché des actions (tout au
moins des 40 plus grosses capitalisations). A titre d’exemple, voici la notice explicative de cette option
(www.monep.fr) :

Exemple : OPTIONS SUR L’INDICE CAC 40 (PXL)
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Type de I'option : Option de type européen, c’est a dire exergable uniquement a 1’échéance.

Actif sous-jacent : L’indice CAC 40, composé des 40 valeurs les plus représentatives des différents
secteurs d’activité représentés sur le premier marché de la Bourse de Paris. La gestion de ’échantillon des
sociétés représentées dans l'indice CAC 40 est placée sous "autorité d’un conseil scientifique d’experts in-
dépendants qui en décide le renouvellement lorsque 1évolution du marché ou les modifications intervenant
dans le capital des sociétés le nécessitent.

L’indice CAC 40 est calculé en continu par Euronext Paris SA et diffusé toutes les 30 secondes. L’attention
des donneurs d’ordres est appelée sur le fait que lorsque les valeurs représentant plus de 35 % de la
capitalisation de I'indice CAC 40 ne sont momentanément pas susceptibles d’étre cotées (soit du fait d’un
incident technique, soit du fait de mesures de réservation de cotation affectant les valeurs de échantillon),
un éclaireur de tendance est substitué a 'indice : I'information publiée dans ces circonstances exprime la
variation de cours des seules valeurs qui font I’objet d’une cotation.

L’extrapolation de cette variation a celle de l'indice tout entier ne peut étre effectuée qu’avec prudence
et en fonction d’hypothéses qui sont de la seule responsabilité de leurs auteurs.

Unité de négociation : L’'unité de négociation est constituée d’un contrat dans lequel chaque point
d’indice est affecté d’une valeur de 1 euro. La taille du contrat est égale a la valeur de 'indice x 1 euro
et sa valeur au cours de 'option x 1 euro.

Echelon de cotation : L’écart minimal entre deux cotations est fixé a 0,10 point d’indice, soit 0,1 euro
par contrat.

Echéances des options : Les options peuvent étre négociées jusqu’au dernier jour de bourse du mois
d’échéance. Les négociations portent sur huit échéances glissantes : 3 mensuelles, 3 trimestrielles du cycle
mars, juin, septembre, décembre et 2 semestrielles du cycle mars, septembre.

Prix d’exercice : Les prix d’exercice sont des valeurs standard fixées par ajout ou soustraction de 50
points d’indice sur les échéances mensuelles (échéances dites rapprochées), 100 points sur les échéances
trimestrielles et 200 points sur les échéances semestrielles par rapport au prix d’exercice a parité. Les
prix d’exercice sont différents pour les options d’achat et les options de vente. N.B. Pour les échéances
ouvertes & la négociation avant le ler février 1999, les intervalles restent fixés a 150 points jusqua ce
qu’elles deviennent des échéances rapprochées. Lors de 'ouverture d’une échéance, des séries sont créées
(options d’achat et options de vente) aux prix d’exercice les plus proches de la valeur de l'indice, un a
parité et deux en-dehors des cours.

Exemple : pour un indice de valeur 3 952 et pour des séries avec des prix d’exercice créés a intervalles
de 200 points d’indice, création d’options d’achat aux prix d’exercice 4 000, 4 200, 4 400 et d’options de
vente aux prix d’exercice 4 000, 3 800, 3 600.

Lorsque la valeur de I'indice atteint ou dépasse le point central entre le prix d’exercice a parité et le premier
prix d’exercice en dehors des cours (ex. : 4+/- 100 points pour les séries dont les prix d’exercice sont créées
a intervalles de 200 points d’indice), de nouvelles séries sont créées afin qu’il y ait en permanence, et sur
chaque échéance ouverte, au moins un prix d’exercice a parité et deux prix d’exercice en-dehors des cours
sur chacun des types d’options (options dachat et options de vente).

Exercice des options : A I’échéance, les options dans les cours sont exercées automatiquement, sauf
instruction contraire du donneur d’ordres. L’exercice d'une option achetée donne lieu a ’assignation
aléatoire d’un vendeur et au réglement d’'un montant en espéces égal a la différence entre le prix d’exercice
de l'option exercée et la valeur de I'indice de liquidation, valorisée par le nombre de contrats exercés et
I'unité de négociation (1 euro). L’indice de liquidation qui sert de référence a l'exercice automatique des
contrats dans les cours est la moyenne arithmétique des valeurs de I'indice calculées et diffusées entre 15
h 40 et 16 h 00 le jour de I’échéance (y compris la premiére valeur de 'indice diffusée apres 16 h 00).
Limites de variations quotidiennes des cours : La limite de variation quotidienne du contrat a
terme ferme sur I'indice CAC 40 est fixée & +/- 275 points d’indice par rapport au cours de compensation
de la veille. Lorsque cette limite est franchie sur une des deux échéances les plus proches, les cotations
peuvent étre momentanément suspendues sur les contrats d’options et les contrats a terme ferme cotés
sur le MONEP et portant sur I'indice CAC 40. Il peut, par ailleurs, étre procédé a un appel de garantie
supplémentaire.

Exemple : si le cours de compensation de la veille est de 6 500 : le seuil de réservation potentielle a
la hausse est 6 500 + 275= 6 775; le seuil de réservation potentielle a la baisse est 6 500 - 275 = 6
225. De méme, ce dispositif de coupe-circuit peut trouver a s’appliquer en cas de déséquilibre du marché
entrainant une réservation des cotations sur un échantillon de valeurs de lindice représentant ensemble

plus de 75% de la capitalisation de I'indice CAC 40.
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Dépot de garantie : Le principe retenu consiste a globaliser les positions détenues par un méme
donneur d’ordres en options CAC 40 a maturité courte et longue (contrats de 1 euro et contrats de
rompus) et & valoriser le portefeuille ainsi obtenu sur la base d’une seule et méme hypothése d’évolution
de 'indice. Les donneurs d’ordres détenant une position globale nette vendeur se voient appeler un dépot
de garantie ajusté quotidiennement, d’'un montant représentant la valeur liquidative la plus défavorable
de leur position dans ’hypothése d’une variation de la valeur de l'indice de +/- 300 points par rapport a
I’indice de cloture du jour. L’ampleur de cette variation peut étre ajustée par la chambre de compensation
en fonction des conditions du marché.
La garantie peut étre constituée d’espéces en euros ou en devises, de Bons du Trésor (BTF et BTAN),
d’OAT, de T.Bills, de Bunds, de titres support ou de titres entrant dans la composition de I’indice CAC
40, des indices Dow Jones STOXXSM supports d’instruments financiers cotés sur le MONEP, d’actions
de SICAV ou de parts de fonds communs dont la liste est arrétée par CLEARNETSBF SA, et de tout
autre actif agréé par CLEARNETSBF SA. Les actifs admis en garantie, autres que les espéces en euros,
sont valorisés quotidiennement & leur contrevaleur en euros sagissant des devises, a leur valeur de marché
ou a leur valeur nominale s’agissant des titres de créance, & leur valeur de marché sagissant des titres
de capital, et & leur valeur liquidative s’agissant des OPCVM, avec application le cas échéant d’un taux
d’abattement fixé par CLEARNETSBF SA en fonction de la nature et de la maturité des titres.
Organisation des transactions : Les cotations s’effectuent en continu de 9 h 02 a 17 h 30 (la cotation
des séries arrivant & échéance cesse & 16 h 00 le jour de I’échéance).
Frais : Les négociations en options a long terme sur 'indice CAC 40 effectuées sur le MONEP donnent
lieu a la perception par Euronext Paris SA d’une commission de négociation de 0,02 euro par contrat, et
d’une commission de compensation d’'un montant variable en fonction du montant des capitaux négociés.
Les taux applicables au montant de chaque négociation sont les suivants :

— Jusqu’a 150 000 euros : 0,15 %

— de 150 000 euros a 750 000 euros : 0,10 %

— de 750 000 euros & 1 500 000 euros : 0,05 %

— au-dela de 1 500 000 euros : 0,025 %
Le montant de la commission de négociation pergue par opération ne peut étre supérieur a 1 % des
capitaux traités. Les commissions sont soumises a la TVA selon la réglementation en vigueur. Nota : les
caractéristiques décrites dans la présente fiche sont celles qui s’appliquent & compter du 3 novembre 2000
et sont susceptibles d’étre modifiées.

2.2.3  Formation des prixz d’option

Les chapitres suivants s’intéresseront & 1’évaluation des options. La question sera de savoir quel lien de
cohérence il doit y avoir entre le prix d’une action et le prix d’'une option dont le sous-jacent est cette
action. Toutefois, on peut dés & présent faire la liste des variables et parameétres susceptibles d’influencer
le prix :

— la valeur de I'action aujourd’hui;

— la date d’exercice : si par exemple la date d’exercice est trés proche, la valeur de ’option sera proche
de son payoff;

— le prix d’exercice : plus le prix d’exercice est élevé, moins une option d’achat & de chances d’étre
exercable avec profit. Le prix d’une option d’achat est donc une fonction décroissante du prix d’exer-
cice.

— la volatilité de ’action : ce paramétre se mesure grosso-modo comme ’écart-type des variations de
cours de ’action. Il mesure I'incertitude sur la valeur de ’action. Plus cette volatilité est forte, plus
le prix de I’action a de chances de passer au-dessus ou en-dessous du prix d’exercice.

— les dividendes dans le cas d’une action qui verse des dividendes.

Il existe une relation entre le prix d’une option d’achat et le prix d’une option de vente, dite parité
call-put. En effet, considérons la stratégie consistant a acheter une option d’achat et & vendre une option
de vente, ces deux options ayant méme prix d’exercice et méme date d’exercice. Le payoff recu a la date
d’exercice s’écrit donc :

max(Sy — K,0) — max(K — Sp,0)

soit, dans tous les cas :
Sr— K
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Or, ce payoff peut étre atteint en achetant I’action aujourd’hui (pour la revendre en T pour un prix St)
et en émettant un zéro-coupon de nominal K. La valeur aujourd’hui (date t) de cette seconde stratégie
est donc :

Sy — K.B(t,T)
Deux stratégies générant exactement les mémes payoffs aux mémes dates doivent avoir le méme colt
(absence d’opportunité d’arbitrage), et donc :

C(t,T,K)— P(t,T,K) =S, — K.B(t,T)

ou C(t,T,K) (resp. P(t,T, K)) est le prix aujourd’hui (date ¢) d’une option d’achat (resp. de vente) de
prix d’exercice K et de date d’exercice T'.

Enfin, donnons un exemple de cotation. Il s’agit des options sur le titre Crédit Lyonnais cotées le 8
décembre 2000 ot le cours de cloture du titre Crédit Lyonnais était de 39.30 euros.

Type T K (euro) Prix (euro)
C 200012  38.00 2.02
C 200012  40.00 0.97
C 200012  45.00 0.04
C 200103  36.00 5.06
C 200103  45.00 1.02
C 200103  55.00 0.07
C 200106  38.00 4.76
C 200106  45.00 1.88
P 200012 30.00 0.01
P 200012  40.00 1.57
P 200012  50.00 10.70
P 200103  30.00 0.15
P 200103  32.00 0.34
P 200103  34.00 0.71

Ainsi, par exemple, une option d’achat de prix d’exercice 45.00 euros et de date d’exercice mars 2001
valait 1.02 euros le 8 décembre 2000.

2.3 D’autres options et stratégies

La section précédente a décrit le cas de base, c’est-a-dire celui de 'option standard d’achat ou de vente.
On peut bien évidemment imaginer une infinité de payoff possibles. On s’intéresse ici & quelques exemples
usuels.

2.3.1 Binary ou digital options

Une option d’achat (resp. de vente) binaire ou digital est une option qui verse 1 euro si le cours de
laction sous-jacente est au-dessus (resp. en dessous) d’un prix d’exercice donné a la date d’exercice.
Mathématiquement, le payoff s’écrit :

1 (ST > K )

pour 'option d’achat et :
1 (ST < K)

pour l'option de vente. En comparaison, I'option standard de la section précédente s’écrivait :

(Sr— K).1(Sr > K)

Comme précédemment, il existe une relation de parité call-put qui s’écrit ici :
Ct,T,K)— Pt,T,K)=DB(T)

en conservant les mémes notations.
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Option d’achat binaire

2.3.2 Bull et Bear spreads

Ces options sont des combinaisons d’options standards. Plus précisément, cette stratégie suppose d’acheter
et de vendre deux options de méme type et de méme date d’exercice, mais de prix d’exercice différents.
Le bull spread correspond a un achat et une vente d’une option d’achat, soit un payoff :

max (St — K1,0) — max(St — K2,0)

avec Ky > K7 et, pour le bear spread (émission d’une option de vente et achat d’une option de vente ) :

max(K; — St,0) — max(Ky — Sr,0)

avec Ky < K3

Les graphiques de ces stratégies montrent que les payoff s’approchent des payoffs des options binaires.
Dans le cas du bull spread, I'investisseur s’attend & une hausse du cours du titre sous-jacent (et inversement
pour le bear spread).
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2.3.83 Straddles et Strangles

Le straddle est un portefeuille composé d’une option d’achat et d’une option de vente de méme prix
d’exercice, soit un payoff :
max(Sy — K,0) + max(K — Sp,0)

Comme on le constate sur le graphique qui représente ce payoff, cette stratégie sera choisie par un
investisseur qui pense que le cours du sous-jacent va varier significativement sans savoir exactement dans
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quel sens. A l'inverse, un investisseur qui anticipe que le cours restera stable autour de la valeur de K
s’engagera dans la stratégie opposée.

Le strangle est exactement du méme type mais les prix d’exercice de 'option d’achat et de ’option de
vente sont différents.
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50 -

100
cours

Straddle

2.3.4 Butterfly et condors

Le bull spread pouvait s’apparenter & une sorte de différenciation a ’ordre 1 de ’option européenne par
rapport au prix d’exercice. On obtenait ainsi une fonction analogue & une fonction de Heaviside. Ici, on
s’'intéresse & l'ordre 2. Il s’agit d’une stratégie Butterfly dont le payoff est du type :

max (St — (K + 6K),0) — 2max(Sy — K,0) + max(St — (K — ¢K) ,0)

c’est-a-dire l'achat de 2 options d’achat et ’émission d’une option d’achat. Trés logiquement, le payoff a
une forme de Dirac. Cette stratégie sera choisie par un investisseur qui anticipe que le cours du sous-jacent
restera trés proche de K et ,ne bougera pas ni dans un sens ni dans un autre.

Un condor est une stratégie Butterfly mais avec 4 prix d’exercice et non 3 comme précédemment.
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2.3.5 Calendar spreads

Les calendar spreads sont des stratégies impliquant des options de différentes dates de maturités. Ces stra-
tégies peuvent &tre utiles lorsque P'investisseur anticipe un mouvement du sous-jacent (et éventuellement
le sens de ce mouvement) & un moment précis dans le futur, par exemple a I'occasion de la publication
des résultats de I’entreprise, d’informations macro-économiques, de décisions etc.

2.3.6  Warrant, bon de souscription

Les warrants et les bons de souscription sont des actifs possédant une dimension optionnelle. Les
warrants sont émis par un établissement financier alors que les bons de souscription sont émis par des
sociétés. Les principales différences sont expliquées dans le document ci-dessous que la Société Générale
donne & ses clients.

28



Théorie et pratique des instruments financiers

le banc d’'essai

Pour le m&ma Il &5t fixd au momeant
Warrant SupEoTL, il peut a1 daiagion du
exisier des calls Wi'arrant =n fonctian
WWarrames el das puals R NPT TR e BT E
WWarramis. récent= des cours du
auppat, || peut
exister une large
wamme da prix A la
mannsie, hors de ba
Maannae el dans e
mann e
Bon dE La bon peamet dans Géndralarmeant, l&

la grande majorind
de= cae d achetwr e
support. || existe s
rarermaent des bans
POUT SENERE Un
BUpPROTE Bu prix

bon pst émis avec un
seul prix dexercics &
la mannase au en
defhors. le but étant
de faire sousonine e
detenteur du bon b

souscriptiaon

d'ereroine. I"kohf anoe poiEr créer
de nouwalles sctons
BT SEs au Pk
dexersice lappealé
Prix de souscriptan
en la circonstanscal.
3 O ouwrg Lee pris d'gxarcica
Optlﬂrl s tE T AU S T En T sont £mablis selan
das sbries da calls a1 wme geElle praci=s den
de puts sur chagus fonctian du cours du
AlpOTL. A= S PO ant

de l'ouverture d'une
classa doptions = un
ala monnaie, deux
an dahars, deus en
dedans. Au gré des
wariaEans du
suppart, de

M v SR X s
d'exercice sant
e s,

Ecole Polytechnique



Théorie et pratique des instruments financiers

Elle warie d'un & cing
anz, Elle agl fixde par
I'émetteur du
Warrant, |l geat danc
exister phusieurs

SN SANGES POUT un
mé&mea support.

Elle warie o'un & cing
ans. Elle os1 fixde par
IFémeatbeur du bon.
Celsi-oi peut, dans
certains cas, lancer
plusicurs types de
bons dans ure
dmissian dant les
dchdances sont plus
Dl MaEns Iointaines,

Elle a=t fizdia 8u
mament de la
erdation ¢e In clogas
d'opbons, tous les
BB MOss, Sud las
actions. kes
dchdances &' dralant
d'un & newf mais, et
sur los indicss &
couwrt tErme, dun &
gix Mo, || exists das
optons longues sur

Cratiar

La quoitité de

MAQOci aEan aan fixes
A 100, 1 000 lau
BTl

Il mexists sucuns
oyt

Sur ke Momap, la
QutitE est
gindralement da 100
ou BE0 optons sur
les actiona, Ela aat
de 300 ou 50 fois
I'sndisca

Sur quelle cote 7

Les WWarrants sont
cope & la Bouras de
FPares, généralement
R T T TR = T )
les autres vakesurs
mobillidraa, de aont
accassibles par keur
cofda Sicovam,

Un bon estunes
waleur moabibkre
GO E une autre
acoessible par code
Sicavarn.

Les opEans sur
actions et indices
aont cotde pur le
Manep ikasche des
Dprions Mégacables
e Faris) et figurent
danag une rubrigues
spéciale de la cote.
L& M atif cots les
CpLONSs Sur SeS

PG prasE COnratEs de
EALIN.

Un Warrant peur
aaulamant d1ra
achete initialement
Il @an im possabla dea
wendre un Warrant a
Adcnuvai

O rie et
gu'acheter un bom de
SOWSET P,

LIng 4ptian gpeul e
achatde ou vendue
initislamant,

Dans le cas o e
RTINS B A e
opEraton, cela
donng |su & das
appels de marges
HapdE e sommes
de sdcuritg de

e b wen antl

Ces appels de marge

indices a1 gur
actions : leur durée
paul anaindrg daws
ans, mais elles sont
uiguamant da Lyps
eurapésen. Les

S SR
s'établissent ujours
aalon une grifla
précse établie par
ek BT inaE.

aontquatidiens,

2.3.7 Obligations convertibles et reverse convertibles

Les obligations convertibles sont des obligations & remboursement in-fine qui versent un coupon comme
toute obligation mais qui peuvent étre converties en actions avant la maturité de I'obligation. Lorsqu’il y
a conversion en actions, le titre obligataire disparait. Les payoff générés par ce titre sont donc :

c entsiT>t, 0 sinon

(1+¢)

ou 7 est la date de conversion, ¢ le coupon et T' la date de maturité de I'obligation. A ces flux, il faut
bien-stir ajouter 'opération de conversion elle-méme (si 7 < T') qui convertit ces obligations en titres
d’actions de la société. La date de conversion est une variable de commande du détenteur de ’obligation
convertible : il I’exerce lorsque le cours de I'action est suffisamment haut pour qu’il soit intéressant de
convertir 1’obligation en action.

enT siT>1T,0 sinon

Une obligation reverse convertible est, comme précédemment, une obligation & remboursement in-fine et
qui verse un coupon. Toutefois, le remboursement est conditionné & I’évolution du sous-jacent. A maturité,
si le cours du sous-jacent est supérieur a un prix de référence, le capital de I'obligation est entiérement
remboursé en espéce. Dans le cas contraire, (i.e. action est inférieure au prix de référence), Pobligation est
remboursée en actions, en pratique pour une valeur inférieure au capital de lobligation (prix de référence
< nominal). Les coupons sont logiquement plus élevés que pour une obligation classique pour compenser
le fait que le capital n’est pas garanti. Le risque pris par 'investisseur est donc que le cours de ’action
baisse trop. L’investisseur choisira cette stratégie s’il anticipe une hausse du cours de ’action.
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A titre d’exemple, on trouvera ci-dessous d’autres exemples plus sophistiqués tirés des offres Crédit
Lyonnais (www.clwarrants.com).

Les Knock-in rReverse Convertibles

ou Sweet Reverse Convertibles

Une protection supplémentaire, pour un investissement plus défensif

Les Knock-in Reverse Convernibles sone des Heverse converribles de rype défensf = elles disrbuent un coupon plus faible
que les Reverse Convernibles standards, mais en contrepartie, elles sone remboursées 3 hawreur du capinal inirial plus aisé-
Pour le porteur, le nisque dune perce en capital favec un remboursement effectud en acnons eu en espioes pour une

ment. |
contre-valeur inférieure au nominal) est done moindre,

Le remboursement d'une Knock-in Beverse Convernible n'est pas seulement Lié au cours du sous-jacent & maruriné [comme
pour une Reverse Converoble standand}, mais dépend également du cours minimal acceine par e s
de fixing inirial et la dave de fixing final. Jusqu maruring, si le sous-jacent wa jamais areine le « Knock-in level = (fix au
muoment de | fan géndralement 3 wne baisse de Macton de 25 % ou 300 % par rapport & son cours
nitial}l, I'imvestisseur est certain d'éere rembourse & 100 % du neminal, méme s be cours de laction 3 marurité esc inféneur
au Prix de Référence.

- |1 dace

S|, CNT

NN, Cf COnTespaon

=+ 5i de w Kunock-in level v wa jowais éed rovwchd enpve Fe fixing fuitial ev fe fiving fFuad @ le remboursement eso
cffeerud en cspisces, & VA % du nominal, quel que soie e cours final du sous-jacent. Le capiral est donc moujours garan.

=+ 5i e v Knack-ine fevel v a énd tonchd eusve fe ffeing inivial ev e fioxing Fual - e
wours de Facrion & maturied (ACTIONinal). 11 est effecns en espices 4 100 % du nominal, si ce cours est supérieur au
I'rix de référence de la Reverse Converoible (capical garanal, et sinon en actions ou son dgquivalent en espices, au choix
dee I'émerreur (capical non garanm).

s remboursement dépend alors du

Cas 1 - Knodk-in level non towdheé Cas 2 : Knock-in level touché

Mnnckan eand mon sourke ¢
rerehosnement 8 103 % e eaphons

Pourquoi utiliser les Knock-in Reverse Convertibles ?

Comme woutes bes Reverse Convertibles, les Bnock-in Reverse Convertibles dissribuent

cheague année des coupons s -
wis plusicurs fois supéricurs & ceux d'une ebligation classique, Cependant, la marge de séouncé d'une Knock-in Reverse
Convertible est bien plus importante que pour une Beverse Converble standard, puisque si le « Knock-in level « n'est pas

mauchd, le remboursement 4 haueeur de 100 % du nominal est garane,

‘une Reverse Convertible standard

Comparaison du remboursement d'une Knock-in Reverse Convertible et

Rewarse Convertible standard Adtions | Actions | Actiors | Actions | 100 % 100 %%
Reserse Convertible Knock-in @ Knodk-in lesel non touché 100 % 100 %% 100 %% 100 % 100 % 100 %%
Reyarse Convertible Knock-in @ Knode-in leyel touchs Adtions | Actions | Actiors | Actions | 100 % 100 %%
Frix de Référence des Revarse Convertiblas [ TOT ewros Capital non Qaranty an rouge, & cagilal garanti en vert

Exemples www.clwarrants.com

Ecole Polytechnique
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Exemple comparatif entre Reverse Convertible standard

et Knock-in Reverse Convertible

Reverse Convertible standard

EUR 16,00 % Revarse Convertibla

sur Emcsson LAA-E

Knock-in Reverse Convertible

EUR 15, % Knock-in Rewerse Conwvertible

sur Eriesson LM-B

Type Reserse Convertible Standard
Farme Eurc Medinm Term Note
Ermsetiewr Credit Lycnnais Finandial
Products {Guermsey) Ltd, garanti
par Crédit Lyannais 5,
Sous-jacent Ertcsson LM-B coté en Bourse
de Parts
Diewise EUR
Maturits Xans
Mominal 21,70 EUR, soit 100 % du cous
initial d= I"action
Prix d"émission 100 % du nominal,
s0it 21,70 EUR par coupure
Coiapon annsel 16,00 %, soit 3,47 ELUR
Par coupLre
Priv de Référence 21,70 ELA, S0l 100 % du cowrs

Initial ge action
Farité de remboursement 1 action pour 1 caupure

Le rembaursement dépend de ERICAna, ke cours de clasure
du sous-jacent a la date de matursteé -

* %) FRM ina = Prix de référemne ;
rembaursement en espices, 4 1000 % du nominal, soit
21,70 FUR par coupure.

# %) FRM ina = Prix de référence ;
rembaursement &n actions avec leraison de 1 action
par coupurs (ou son équivalent en espiors, au choix
e Pémetteur),

Type Knack-in Reverse Comvertible

Farme Ewres Medium Term Mote

Emselieur Cregit Lyonnais Finandal
Products {Guernsey] Ltd,
garanti par Crsdit Lyonaais 5o

Sous-jacent Ericsson LM-B coté en Bourse
de Farls

Dievisa ELR

Maturité Fans

Mominal 21,70 EUR, sait 100 % du cowrs
initial de action

Prin d'émission 100 % du naminal,
s0it 21,70 EUR par coupure

Coupen annuel 15,25 %, soit 3,31 EUR
par coupure

Prix de Réfarence F1,00 ELR, s0it 100 % du cours
Initial & Faction

Enack-ir bavel 16,28 EUR, soit 7% % du cours

initial e Faction
Parité de remboursament 1 action pour 1 coupure

Le rembaursement dépend de ERICmng, le cours |e plis bas
du sous-jacent entre la date d'émission et la date de
maturité, et de ERICHna le cours de diéture du sous-jacent
& la date de maturite ;

# 5i ERICmini = Knock-in level (Lo, Knodcin lewel non touchd) -
rembosement en espeoes, a 100 % du nomanal,
soit 21,70 ELIR par coupure.

# 5 ERICmini = Enock-an lesel {ie, Knock-in bevel touche) ;
remraursement an fonction de ERICHn ;

« 5l FRI #na = Prix de référence - rembaursement e&n
espices, & 100 %% du nominal, soit 21,70 EUR par
cOuprne ;

- 5 FRI 4na < Prix de référence ; remboursement on
actions avec livraison de 1 action par cougure
{ou san eguevalent en espéces, au choix de I'émetteur).

Les evemiples ci-desss sont donids & e purement indicasit oo les caracréristques sont suscepsibles de varier avec les conditions du marché,

Exemples www.clwarrants.com
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Les Lock-up Reverse Convertibles

ou Knock-out Reverse Convertibles

Une protection supplémentaire, pour un investissement plus défensif

Les Lock-up Reverse Convernbles sont des Reverse Convertibles de repe défensi
que les Reverse Convertibles standards, mais en contrepartie, elles sont remboursées 3 haurewr du capinal initial plus aisé-
ment. Pour leur pormeur, le nsgque d'une perve en capical favee un remboursement effectud en actions ou son équivalent en
espiéces pour wne contre-valeur inférieune au nominal) ese done moindre,

clles distribucent un coupon plus faible

Le remboursement d'une Lack-up Beverse Convernble miese pas seulement lid au cours du sous-jacent & mamrité [comme
pour une Reverse Converable scandard), mats dépend également du cours maximal ameine par be sous-jacent, entre la dare
de fixing inirial et la dare de fiving final. 51, enere ces deux dares, le sows-preent arreing le « Lock-up level « (détermingd au
moment de Pémission, et correspondant gé coion de 15 % ou 20 % par rapport i son cours
mniriall, Pinvesmisseur est cerrain d'éere rembours 3 1000 % du nominal, méme = ke cours & Dacrion 4 manné esoinféreur
an Prix de Référence,

séralement i une hausse de

=+ 5i le o Lock-sp fevel v a é0 roschd enrrve Fe fiving Buivial er fe fixing final ;e remboursement e effecud en numé-
raire, & 104 % du nominal, quel que soit le cours final du sous-jacent. Le capival est done coujours garani,

=+ 5i fe v Lock-up leved v w'a famais &f touché enive be fixing initial ev Je fixing fiwal 2 le remboursement dépend
alors du cours de Paction 4 maruned (ACTIONEzl). 11 est effecnud en espices 4 100 % du capinal, si ce cours st supé-
ricur au prix de référence de la Reverse Converoble (capital garan), et sinon en acoons ou son équivalent en espéoes,
au choix de I'émecceur, (capital non garane}.

Cas 1 Lock-ug level toudhe Cas 20 Lock-up bevel non Wouche

Covurs Tinal = #R 5
" SA1L 601 ACTRNTE
Do som dquivakant an epices]

Pourgquai utiliser les Lock-up Reverse Convertibles 7
Les Lock-up Reverse Convertibles |
dard. puisque si ke« L

icient d'une marge de sécurié ples importanee que les Reverse Convertibles stan-
ck-up level = est rouche dice & maruried, le remboursement 3 haureur de 100 % du nominal esc assuré,

Ces Reverse Convertibles sonc done sdéales pour profiter d'une hausse rapide d'une action (ramear IOPA, figure char-
mste, rehond apris

profic warning « ayant entrainé une chure excessive,, ).

Reverse Convertible standard Suctions | Actions | Actiors | 100 % 100 % 100 %%
Rewerse Conwertibbe Lodk-ug @ Lodk-ug bewel Doliche 100 % 100 % 100 % 100 % 100 % 100 %
Rewerse Conwertibbe Lodk-ug @ Lod-ug level non toudhe SAtions | Actions | Actions | 100 % 100 % 100 %
Frig dle Référence des Reverse Covivartibies | TOO ewros Capital Non garanti @n roupe & Cagilal Garant en vent

Exemples www.clwarrants.com
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Exemple comparatif entre Reverse Convertible standard

et Lock-up Reverse Convertible

Reverse Convertible standard

ELR 16,0 s Bpwarse Cof

LB
Type Reserse Conertible Standard
Farme Eura Mesdinm Term Nate
Efmseiier Credit Lyonaais Finandal

Products {Guermsey) Ltd, garanti
par Credit Lyonnais 50

Sous-jacent Erkssom LM-B coté en Bourse
de Farts

Davisa EUR

Maturite Fans

Mominal 21,70 EUR, soie 100 % du conuers

al dea I"action

100 %% du naminal,

s0it 21,70 EUR par coupuine
16,00 %, soit 34T EUR

par coupure

21,70 EUR, soit 100 % du cowrs
Initial e I"action

Parité de ramboursament 1 action pour 1 coupure

i
Pris d"&mission

Coupon anmsel

Prix de Référance

Le rembaursement dépend de ERICAR, s cours de clature
du sous-jacent d la date de maturibe -

* % EAM tna = Prik de référence -
remBbaursement an espioes, 4 100 % du neminal
soit 21,70 ELIR.

* % FAM tna = Prix de référence ;
rembaursement en actions avec liwraison de 1 action
par coupure (ou son équivalent en espéoes, au choix
A Pémetteur),

Lock-up Reverse Convertible

sur Erics

Type Lock-Up Reverse Converlible
Farrmne Ewre Medium Tenm Mote
Efmetteisr Credit Lycnnais Financial

Products. (Guernsey] Lid,
Qaranti par Credit Lyonnais 0

Sous-jacant Erlcsson LM- B coté an Bourse
de Parls

Diewise EUR

Maturita Fans

Mominal 1,70 ELPR, soit 100 % du cowrs
i al e Faction

Prix drémission 100 % du feminal,
s0it 21,70 EUR par ooupurne

Coupen annuel 13,50 %, soit 2,93 EUR
par foupure

Prix da Référence 21,70 ELPH, solt 100 % du cours
Imitial &a I"action

Lock-asp lewal a0 ELR, soif 120 % du cours

imitial e Faction
Parité de remboursament 1 action pour 1 coupure

Le rembaursement dépend de ERICmas, le cours le plis
éhevd du sous-jacent entre la date d'émission et la date de
maturité, et de ERICHn e cours de chitere du sous-jacent
& la date de maturite ;

# 5] ERICmex = Lock-up lewel fie, Lock-up lewel toache) :
rembraursement «n numéraire, & 100 % du nomdnal,
soit 21,70 ELIR,

=2 5| ERCmimi = Lock-up lewel -
rembraursement ¢n fanction de ERICHna

- &i ERI 4na > Prix de référence -
remboursement enoespéoes, & 100 % du nominal,
ot 21,70 EUR par cosparne ;

= % ERIC4na = Prix de référence -
remboursement on actions, aves lwraison de 1 action
par coupure (oo son fquivalent &n espioes, au choa
de I'émetteur.

s Cldesas sone s & ars pu

il icanif er bes carac r\'rlir.n||4'.1 AL 1||:-|1'|:r.l|u'1 e varier aver les condinan

i marchd.

Exemples www.clwarrants.com
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Les POwer Reverse Convertibles

Un coupon majoré par une double exposition

Les Power Reverse Convertibles sont des Beverse Convertibles de ype offensif qui disenbuent des coupons plus élevis que
les Reverse Convernibles standard, En conmreparric, leur rembowrserment s lid & 'évalurion des cours de deux actons (un
Prix de Réfiénence ev une parieé de remboursement sone définis pour chaque action) et pour &re remboursé 3 haurenr du
capital initial, les deux acons sous-jacentes dorvent se trowver & maruricé au-dessus de leur Py de Référence respeonf. Le
risque d'#ere remboursE en actions, pour une contre-valeur plus faible gue le capital initial, et done plus imporeane (] suf-
fit que I'une des actions soiv inférieun: & son Prx de Référence). A manare :

= 5i les 2 acrions se rrosvenr aw-dessis de fenr Priv de Réfévence 1la Reverse Convernible cst remboursée en capbocs,
a 100 % {cagatal garani).

= 5i Finie des acvions se wowve ai-deisis de son Priv de Riéffvence, er Pawrve en dessons £l Reverse Convernible
est remboursée en actions ou sen I.;I.lll'_l'ﬂll_‘ﬂT en ;."P'
somr celles qui se mouvent sous leur Priv de Référence,

» au choix de I'émetcenr (capital non garann). Les acions livrdes

= 5i fev 2 worions s trosvenr av-dessons de fenr Priv de Reéférence & maenvizd - la Reverse Convernible est rembour-
sbe en actions ou son équivalent en espices, au choix de I'émecceur (capial non garand). Les acoons liveées sone celles
pour lesquelles ka concre-valeur de remboursement est la plus faible,

Cas 1! hawsse des deux aciions

Action T en haias Bectian 2 an haiise

REMEOURSEMENT DE LA REVERSE CONVERTIELE

100 % &n espaoes

Cas 2 hausse d'une action &1 balsse de Fautre
Sutizn 1 an hause Betmn 2w babse
REMBOURSEMENT DE L& REVERSE CONVERTIBLE

Livraison d”actions 2
[ou son équivalent en espéces)

Cas 31 balsse des deux actions
A0 Y G bakie BT 2 an batie
REMBOURSEMENT DE LA REVERSE CONVERTIBELE

Livraizon d”actions 2
(o son équivalent en espiéces)

Exemples www.clwarrants.com
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Exemple comparatif entre Reverse Convertible standard

et Power Reverse Convertible

Reverse Convertible standard

Power Reverse Convertible

Type Reverse Convertible Standard

Farme Eure Medinm Term Nate

Emseteur Credit Lyonnais Finandal
Products {Guernsey) Ltd, garanti
par Crédit Lyonnais 50

Sous-jacent Erlcsson LM-B coté en Bourse
de Parts

Devisa ELR

Maturita 2 ans

Mominal 21,70 EUR, soit 100 % du couers
initial e ["action

Prix d émission 100 % du nominal,

500t 21,70 EUR par caupure

21,70 EUR, 5oit 100 %
dui cours initial de |'action

16,00 %, solt 24T ELR
Par CouUpure
Parité de remboursement 1 action pour 1 coupure

Prix de Référence

Coupon annuel

Le remboursement dépend de ERICAna, ke cours de clature
du sous-jacent i la date de maturté

* % FRM 4na = Prix de Référenoe :
rembaursement en espbees, & 100 % du nominal
s0it 21, 7 ELIR.

# 5| ERM 4na = Prix die Reférence -
remboursement on actions avec livraison de 1 action
par coupune (ou son équivalent en espitoes, au choix
@e Fémetteur),

Type Potvier Reserse Convertible
Farme Euwra Medium Term Note
Emetieur Credit Lyomnais Finandal
Prosghucts {Guernsey] Ltd,
garanti par Crsdit Lyonaais 50
Spus-jacent Ericssom LM-B
Deutsche Talekom Al
Devise ELR
Maturits Fans
MNominal 976,50 EUR, sodt 100 % des
coues irniliaux des doog solions
Prix d"émission 100 % du nsminal,
0§t 976,50 EUR par coupune
Prix de RETérence Ericssom @ 21,70 ELR,
soit 100 % du coiirs inatial
Diautsche Telekom : 45 EUR,
soit 100 % du cours indtial
Coupan annual 17,00 %, solt 166,01 EUR

[af Lolpure
Parité de remboursament Ericsson ;
45 actions, soit 976,50 1 21,70
Deutschie Telekom :
21,7 actions, sait 976,50 ¢ 4%

Le remboursement dépend de ERICAna ot de DTKfna,
les cours de clature respectifs des 2 actions & la date
de maturrté -

= 5 bes 2 actions sont supdricueres ou dgales & leur Prix de
Reférence respectif : remboursement en numéraire, a 190
% du nominal, sait 996,50 EUR par coupurs,

= 5| au moins 1 des 2 actions est inféreure b son Prix de
Reference © rembaursement en actions, aves livrason
d'actians Ericeson ou d'actions Dewtsche Telekam, a
hmauteur de leur parité respectien (ou leur équivalent en
wspices, au chaix de I*¢metteur),

Les exemples ci-dessis sone donnds & mre puremens indicant oo bes carscrfrismgues sans suscepaibles de varier avec les condinans du marche,

Exemples www.clwarrants.com
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Les Spring Reverse Convertibles

Un coupoan indexé sur la hausse du sous-jacent, pour un investissement plus
offensif

Les Spring Reverse Convertibdes sont des Reverse Convertibles de type offensif qui permestent de profiter d'une havsse im-
portante du sous-jacent. Leur coupon garan esc plus faible que celui & une Reverse Convertible standand mais il est indexé
sur ba hausse du sows-jacent = s Paction progresse fortement, 1l pewt éore finalement beaucoup plus @lewé,

En effer, le porteur de Spring Reverse Convertibles reqoit, & mamuricé, un coupon égal au maximum entre un coupon
garant (nemement supéocur & un coupon obligatire mais infémeur 4 celui d'une Beverse Convernble standard) et une
participation & ks hausse du sows-jacent (souvent dgale 3 30 % oo 60 % de la hausse du seus-jacent).

tivemiene

=+ 5F Uacvion ese ea Inrnsse : e remboursement eso effecrud en numéraire, & 100 % du neminal ; e le o
versé comespond au maximum entre le coupon minimal garann er 30 % {par exemple) de la hawsse du sous-jacene.

= 5§ Pacrion esr ewr baisce ;e remboursement est effecrud en acoions {ou son équivalent en espices, au choix de I'émer-

teur) et le coupon versé est égal au coupon minimum garanci.

Cas 1: hausse de I'action

REMBOURSEMENT DE LA REVERSE CONVERTIELE
WM % en Bspicas

COUPDN DE LA REVERSE CONVERTIBELE

MR entee un montant fixe
et 50 % de |a hausse de Faction

Cam 2 baisse de Faction

REMBOURSEMENT DE LA REVERSE CONVERTIELE

Livradson d'actions (0w son éguivalent en espéces
au cholx de Fémetteur)

COUPDN DE LA REVERSE DONVERTIELE
Mantant fixe

Pourquoi utiliser les Spring Reverse Convertibles ?
Les Spring Reverse Convernbles permerrent de recevoir dans tous les cas un coupon
profiter de la hawsse du sous-jacent, Elles sont particuligrement adaprées & des acrions gui ont baissé er pour lesqueles on

garanm tout en continuant de

esmimes le cours £'entrée intéressant of le potentic] de hausse impormant,

Comparaison du couwpon d'une Spring Reverse Convel
Reverse Convertible standard, maturite 1 an 25 % 25 % 25 % 25 % 5% 25 %%
Reyverse Convertible Spring 15 %% 15 %% 20 % 30 % I3 % 33 %

Frix de Référance des Revernse Covivartitilas | TID edvos
Coupon oo la Beverse Conmvertilile standard @ 2500 3
Coupon o fa Sprivhg Reverie Convertibde ! 15 % ou 50 % da e hadsie de Maclion aved un Codnidn maxinmam ae 33 %

Exemples www.clwarrants.com
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Exemple comparatif entre Reverse Convertible standard

et Spring Reverse Convertible

Reverse Convertible standard
EUR 16,00 % Rewerse Convertibla
sur Emecsson LA-B

Type Reverie Convertible Standard
Farmne Ewrc Mesdfinm Term Note
Efmetnein Credit Lyonnats Finarndal

Products {Guermsey) Ltd, garanti
par Cradit Lyonnais S5

Saus-jacent Ericsson LM-B ooté en Bourse
de Farts

Devisa EUR

Maturita 1an

Mominal 21,70 EUR, soit 100 %

du cours initial de "action
100 % du neminal,
S0it 210,70 EUR par coupure

21,70 ELIR, Soit 100 %% du cowrs
initial g "action

Farité de remboursement 1 action pour 1 coupure
Coupon anmeal 16,00 %, soit 247 EUR

par coupure

Prix démission

Prix de Référence

Le remboursement dépend de ERICAnL, ke cours de clature
du sous-jacent a la date de maturite -

#= % ERM 4w > Prix de reférence
{ie. Knodkan level nan touchs) ;
rembaursement e&n eapioes, & 100 % du nominal.

=5 FRI&nal = Prix die référence
(e, Knock-in lewe| touchs)
remboursement en acdions avec livrason de 1 action
par coupure (ou san équivalent en espices, au chomx
e "émetteur).

Spring Reverse Convertible
ELR 15 % Spring Reve

sur Ericsson LM-EB

Type Spring Reverse Comeertible
Farme Ewras Medium Term Note
Ermelleir Credit Lyonnais Financial

Prisducts {Guermsey] Ltd,
garanti par Credit Lyonnais 54

Sous-jacent Ericsson LM-B coté en Bourse
die Parls

Devisa ELR

Paturita 1an

Mominal 21,70 ELR, soit 100 %

du cours initial de I"action

100 % du nominal,
st 21,70 EUR par Coupure

21,70 ELFR, s0it 100 %% du cours
initial e I"action

Parité de remboursement 1 action pour 1 coupure
Coupon annual

Prin démission

Prix de RéTérence

Lz maxamiam entre 15 % au

50 % de la hausse de 'action
{entre le cours initial ot le cours
fimal) aver wn remboursement
makimum de 1% %

Le rembaursement dépend de FRICAna, ke cowrs de clature
du saus-jacent a la date de maturite

# %) ERI fimat = Prix die réference ;
rembaursement en espeoes, 8 100 % du nominal, sait
21,70 FUR par coupure,

# 5| R tirat « Prix die référence ;
rembaursement £n actions aves leraison de 1 action
par coupure (ou san équivalent en espices, au choix
e Iémetteur).

Les ewemiples ci-desmis sone dannds & mare puremens indicasif e bes carscsdrisorques sans suscepsibles de vaner avee les condinans du marché.

Exemples www.clwarrants.com

2.3.8 Produits a capital garants

Ce sont des actifs qui garantissent un niveau de capital et/ou un taux d’intérét minimum garanti et dont le
rendement dépend de I’évolution d’un sous-jacent donné. Voici quelques exemples (www.clwarrants.com) :
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Quelgues exemples d'émissions

Prodult & capital garant! « Bull » sur un panler d'actions eurapéennes « Blue Chips n

Erfetteuy !

CLFp

EUR

6 ans

1 000 EUR

panier composd deg 7 actions iuivantes |

Deutiche Telekam, Royal Dutch, Daimlerchryiler France Telecom, Alllanz, Nokia, Aegon
100 %

100 % ol revringd « 100 % o (s hausse au panier & partic die son cours indtial avee un remboursement

fraduiemm) de J60 % [Soit un rendement actuarial de 10,03 %)

Prodult & capital garanti « Binaire v sur Pindice CAC 40

Emnetteu :
Devige
Maturité :
Narminal !
Sous-facent
Frix d'émissian ;

Remboursement !

Coupan anmues !

CLFR

EUR

1an

1000 ELR

indice CAC 40

100 %

100 % o rovming)

6,50 % A la valeur du sacd-facent et au mains dgale au cours ipitial, 0 % sinon,

Prodult & capital garanti « Bull v sur Findice 0J Eurcstoxx 50

Ernetteu :
Drevize
Maturité ;
Nerinal :
Sous-jacent ;
Prin d'dmiiian !

Remboursement !

CLFP

EUR

10 ang

1 000 EUR

indlice O Furostaxy 50

100 %

100 % dy pevmingl « 103 % de (3 hausse de Findice antre son cowrs indtial el la moyenne des cowrs
s fes 12 darniss mafs

Exemples www.clwarrants.com

Cette idée peut étre déclinée en produits encore plus sophistiqués (www.clwarrants.com) :

Ecole Polytechnique
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Les profils accélérateurs de performance

Indexation Simple : Profiter de la pecformance illimitée du sous-jacent

Lindexanon Simple ese la forme d'indesanon la plus coumne.
Elle permer de partcper & la performance tliminde du sous-jacent & paror
d'un cours défini préalablement (généralement le cours inioal).

Exemple : Froduit 4 capdtal garanti sur le DU Eurostosos 50, de maturité 2 ans,
Remboursement © 100 % du nomdnal + 48 % de la performance positive de Pindice D4 Eurostaxx 50 entre le cours Initial et
le cowurs final.

Indexation Plafonnée @ Augmenter le nivean d'indexation grace au plafond

Lindexanon Plafonnde offre une participation 3 la performance jusqu un
nivean maximum défing an préalable. Elle permer ainsi d'offrir un niveaw
dindexarion plus éevé que Findexarion 3imple dans la limite de ce plafond.

Exemple : Froduit & capltal garanti sur e O Eurostooo 50, de maturité 2 ans.
Remboursement : 100 % du nominal + 8 % de fa performance positive de Pindice D Eurastos 50 entre e cours iniffal et
la cowrs final, aver un remboursement maximal da 1780 % feoit 9 % de rendemeant annvell

Illdml'.i.ﬂl'.l. Ry = Bﬂ.l.'l.'i.l‘:l.'l: Déurﬁ\rant: H C‘I’ﬂ.l.'ﬂl:lﬁl.' e i.nd.r_'mliun Hﬂ& Ii. L l'l.i'\l'l:ﬂ.'l.'l d: cours
déterminé i I'avance {appelé barriére) n'est jamais atteint

Lindesarion i « Barridee désacrivante » permer d'ohrenie un nivean d'indexa-
oion plus devd que lindexation simple ou plafonnde. En contreparoe, ceme
indexation est garancie seulement s le sows-facent mareint famads b barriiee
avant Péchéance, 51 o niveau est rouchd avane Uéchéanee du produie, Fin-
dlescarion disparain, of un MORLLAT CoMpensaroine esr versd,

Exemple : Froduit 4 capltal garanti sur e DU Eurostouo: 50, de maturité F ans - Bamidre dédsactivante & 130 %.
5 la bavrigre n'est pas touchée dicl la matwitd, rembowsement 4 100 % du nominal + 100 % de la perfarmance positive du
O Eurostox S0 Sinon rembaursement & 112 % au nominal.

Exemples www.clwarrants.com
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Les profils capteurs de performance
Indexation Lock Up : Figer une performance

Llindexation Lock Uy esdoune indexation ]1|_afunn('§|_' r.|ui premmet de Epmnflr

y—— — diéfinitivement la performance du sows-jacent dis que celui i franchie le

Coars ]:l:ﬁhnd. I ke cente |'ap|:|n. mdme s le sous-jacent subil une correction

ultéricure, la perfiormance et automatiquement acquise et le porteoar n'ese

done pas affectd par la baisse.

Exemple : Prodwt & capital garantd sur le DY Eurastosx 50, de maturitd 5 ans - Lock-ug @ 160 %,

Remboursement | T00 % du nominal + 100 % de la hausse de Mindice D) Earastoxx 50, entre son cours imitial et son cours
final, aves un rembaursament maximom de 160 %, définitivement acquis dés que e Sous-jacent vaut au moins 160 % de
£00 COUFS imEal.

Indexation & Palier(s) : Caprer les hausses sans subir les baisses

lindesation i Palieris) permet de caprer différents niveaus de haose du sous-
jacent. e |:u| jers sont Tixds initialemens ch:qlu.' liais que le sous-jacent fran-
chir un de e palicrs, la |:lul'r1:ll'.|'llalll.l.‘ corrrespondante est définitivernent ac-
quim_', (|u1-]|.1_' A kil |'15|.-|||ulinn du xms-jau::nl Jar la swiee. €erre ime(-.ui:-n

trés difensive permet ains de vermoailler plusienrs nivianos de performance do

sonps-jacent. Elle et plutdn réservie i des produoies de maturités linguoaes,

Exermple : Aroduit & capital garanti sur Je D) Eurastosx 50 de maturité 8 ans - Palfers | 120 %, 140 %, T60 %, 150 %
Rembourserment © 100 % du nominal + 100 % de la havsse o sous-jacent aver un remboursement maximum de @

* 120 %, o Pindice D Eurastons S0 vaul sy moing 130 % de san miveaw initial oficl & maturité (toit 2,30 % de rdt annueel),
* 140 %, o Mindice D Eurastoxs 50 vaul ay moing 140 % de san miveaw initial diicl & maturité (Soif 4,30 % de rdt annsuel),
* 160 %, o Vindice D Eurastoxs 50 vaul ag moing 163 % de san miveaw inftial diiel & maturité (soit 6,05 % de rdt anneel),
» 150 %, o Mindice D Furastons 50 vaur au moing 180 % de son siveaw initial oficl & maturité (ot 767 % de rdt annuel).

Indexation Corridor : Gagner sur la stabilité du marché

Ulindesation Caorridor permet de prendne position sur un marché done on
e 'qu'il évaluera sans véritble endance. Flle permet de recesoir in fine une
nAmundration an [rrorla s nesmbire de inur.t p\z'mé‘. par le: s -ja:nnl i lineé-
rienr A un coaeloir pn'ial.al'llum-unl. défini. Bien entendu, si le SISt guitie

e comalesir et ¥ orevient par la site, la rAmumnération continue 3 < awocumuler,

Exemple : Aroduwit & capital garantd sur le DY Eurostoxn 50, de maturité & mois
Rembaursement & maturité | 100 % dy nomingl « 00366 % par fewr o0 Mindice OF Furastexy 50 et compris entre 95 % et
105 % o sor Cous IniTa) (5000 un rembouriement comprs entre 100 % et 104,65 %L

Exemples www.clwarrants.com
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Les profils lisseurs de performance
Indexation Moyenne : Profiter de la moyenne des performances

Ians le cas de Vindexation Moyenne, la performance du sous-jacent n'est
prhes déterminde entre le cours initial et le cours final feomme pour UVindexa-
ticrn Nimmpled, mais entre e cours initial o8 wne movenne arthmétigque des
cosars sOLE-jacent, caleulée tous les semestnes o toutes les anndes par

|.".||:|.".rnp1|::. | 3e certe manidre, on lisse la pf_'rl:nrrn:ncl- du soms-facent, et on

dvite ainsi quelle ne diépende de la seule constaation doa cours final.

Exemple : Produit & cagital garanti sur fe OJ Ewrostouce 50, de matuvité 2 ans,
Remboursement : 100 % du naminal + 75 % de (e hawsse de Cindice D0 Furasfoss 50 entre Je cours iniflal af la mopenne
arithrrdtigue des (ours canstatés chague semestre ot 4 fxngsh

Indexarion Moyenne Floorée : Profiter de la moyenne des hansses

Lindexation moyenne foorde permet de ne pas Stre affecnd par les baisses du
sous-facent en dessous du cours initial, En effer le caleal de la movenme e
effectud en me retenant guee les cours supérieors ae cowrs initial (chague cours

inféricnr anu cours iniial ese nmnE']ar_',lf jrar ce dumiul:l_ Certe indexation prer-

met done de pnrrll.ﬂl.' ches haneses du sous -ji.r_'L'IlI! sans en subirc les baisses,

Exemple : Produil 4 cagital garanty swr fe DF Eurodtoocs S0, de malueite F ang,
Bembauriereant : 100 % du nominal « 36 % de la mopenne des germoamandes posifves annueiies de Miaaics OF Eurastooc: 50

Les autres profils de performance
Indexarion Binaire : Profiter d'un coupon supérienr au taux monétaire

].Ii'l.ljﬂ:‘z[i[-n biniir‘_’ IlisEH]y_' d?l.‘l:l'l rl’nl\{‘ll L] &“’_‘aliL" L
Flle prermet de necevoir une rémundértion qui dépend uniguement da nivean
tu somrs-jacent par mpport 3 un cours initial prédéerming, Ce rype dindexa-

tiom peut ftne vers® chague annde (sous la forme de copons annoels), oo 3

maturtd (sous la fomme dun coupon wniguoe.
Le porteur peat par |.-1-:L-mp|f_' torscher un coupon Fisme, plus Elevd que ler tznax
momEtaire, chague anmée ob le sous-jacent es au moins deal au cours inicial.

Exemple : Produil 4 cagital garanty swr fe DF Eurodtoocs S0, de malueite F ang,

Rembourserment & maturitd | 100 % du nomdsal + 4 chague date anniversaine un oupon de 7 % verse s be cours de Mindice
00 Furostoxs S0 est ad moing dgal 4 son codars (nitial. Sinan le coupon sera de 0 %,

Exemples www.clwarrants.com
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Les profils multi-performances

Comtrairement aux types dindexation précidents lics & la pedormance d'un
/_/N senl ses-jacent (ndice, action, panier dactions ou panier dindices), les in-
dexations « Bese O ", W Worst U‘II-- ol o Rainkaow s repxasy ik sur la |1|.'1'|.4|r|1'|:|11: v

il'll I i‘u'il.l.l 1t ."l\.' I.I.':' ]"I11‘|1I'I.I (R LY 'i:I.'C enis IIiFFI.!'I'\C'I 1.

Indexation « Best OF » : investissez 4 I'avance sur le sous-jacent le plus performant

].I.'.‘- E:lrlillil.‘h a HI'M ':.]F o III.'HTII'“L'I'I! -iII.' ||r||1-|14'r III\.' IJ 1r||'1||-u||n dl.h !:IITIIIIT"I.'HII.I.'.‘- i'I'ILIi'\"II.IIII.'”I.'.‘\: I.I{' E:III:I\iI\.'IIr\ LTI B E

jacents, au prix o une indexation moindre,

Exernple : Prodiit & capital garanti sur aa panier de 3 indices @ OF Eurostore 50, Mikkel 225, 5&P 300, de maturité § ans.
Rembouriamen! a matunte | 100 % du nominal « 35 3% de fa mediewre ded perfonmances dés tror dndices,

Indexation « Worst OF » : augmenter votre nivean de participation

n"| |'ir|'\.-.'r.\.n, ]I.Z\ E:II'I.HI'II.ilh L "'};-"ur.ﬁ ';]‘I o sant i1'||.|{'xllh sur IJ INAHIS I"IH11'|I. dl.'.\ E:II'TFI"'ITIIIHI.("\- (I.III1 E:IIITl.I.'I.I.'1I.i”|.'.

Eav comtrepartie, ils permettent Jobrenic un nivean d'indesation beawcoup plus élevi.

Exernple : Prodiit & capital garanti sur un panier de 3 indices : OF Eurostoxs 50, Mikkel 225, 55P 300, de maturité § ans,
Rembauriemeant & matunté ;| TR0 % du pomingl + 240 % de iz moins borre des performances des frad indices

Indexation « Rainbow « : associer la performance et le nivean d'indexation

Lindexation « Rainbow @ et une combinaisen des imdexations pricédentes.
J'I I':' ||I.'r'|r| it ':!.'::II H | miaser Iil EH'rl.l HTTIATH L \.I.l.l EH |T|.I.'|.|'|.|.i ”l. S i.i.l. (] n | MEHN LA I'lrl 1 | nuer |r‘::l| ¥ 1'::!r| eanemt I ©n i\'l. Ll \.I.- i'll -

III\.'JGJ! 1.

Exernple - Prodit & capital garanti sur wa panier de 3 indices @ OF Furostoxx 50, Mikkel 225, 35P 5300, de malurité § ang.
Rembouriement 4 mraturité | 100 % du norminal + 50 % de la premidee pevfovmance, + 30 % de la secande perfarmance el
+ 30 % e la trodidme,

Exemples www.clwarrants.com

2.4 Glossaire

Le vocabulaire lié aux options est riche et trés anglo-saxon. Voici un glossaire pour s’y retrouver :

— Prime - Premium : le prix de Poption. Il s’agit de la méme terminologie qu’en assurance (on parle
de prime d’assurance), ce qui est logique dans la mesure o une option et plus généralement un actif
dérivé peuvent étre vus comme un outil de couverture contre un risque.

— Sous-jacent - Underlying : I'instrument financier qui entre dans la définition du payoff de 'option. 11
peut s’agir d’une action, d’un titre d’obligation, d’'une matiére premiére, d’un permis d’émission de
polluer, etc.

— Prix d’exercice - Strike : seuil de référence entrant dans la définition du payoff de loption (voir les
exemples données dans ce chapitre). Il s’agit en pratique du seuil de déclenchement a partir duquel
le détenteur de l'option exerce ses droits (d’acheter ou de vendre).

— Date d’expiration - Expiration : Date au-dela de laquelle 'option expire.

En marge de ce vocabulaire, il faut noter les notions suivantes qu’on retrouvera dans les chapitres suivants :

— La valeur intrinséque - Intrinsic value correspond au payoff qu’on recevrait si ’option était ou pouvait
(car le détenteur de option n’en a pas nécessairement le droit) étre exercée aujourd’hui.
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— La valeur-temps ou Time value est la différence entre le prix de marché de I'option aujourd’hui et
sa valeur intrinséque. Cela correspond au supplément de valeur da au fait que l'option sera exercée
dans le futur.

— Dans la monnaie - In the money : se dit d’une option qui a une valeur intrinséque positive. En clair,
si la date d’exercice était aujourd’hui, le détenteur de ’option exercerait son droit.

— A la monnaie - At the money : se dit d’'une option pour laquelle le sous-jacent est proche du prix
d’exercice (i.e valeur intrinséque proche de 0).

— En dehors de la monnaie - Out of the money : se dit d’une option dont la valeur intrinséque est nulle.
Cela ne signifie pas pour autant que le prix de marché de I'option est nul : I'option a généralement
une valeur-temps non nulle.
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Les modéles discrets d’évaluation

3.1 Introduction

Les chapitres précédents ont été consacrés a la description des actifs de base d’une part et des actifs
dérivés d’autre part. Parmi ceux-ci, nous nous intéressons ici au marché des actions et de ses produits
dérivés, méme si la frontiére entre produits dérivés actions, taux d’intérét ou change est en pratique un
peu floue.

La problématique est la suivante : étant donné les prix des actifs de base (i.e. les actions), quelles valeurs
doivent prendre les prix des produits dérivés construits a partir de ces actifs sous-jacents ? Il s’agit donc de
déterminer des relations de cohérence entre les prix des actions et ce que devraient étre les prix des actifs
dérivés de ces actions. Cette démarche se fondera pour I’essentiel sur I'hypothése d’absence d’opportunité
d’arbitrage, déja évoquée plus haut et sur laquelle nous reviendrons abondamment.

Dans un deuxiéme temps et une fois trouvée la relation entre prix de 'actif dérivé et prix du sous-
jacent, nous étudierons les questions de couverture. En effet, les actifs dérivés sont d’abord des contrats
permettant de se couvrir contre certains risques liés au sous-jacent : il ne suffit donc pas de connaitre
combien un actif dérivé doit valoir aujourd’hui mais il faut également savoir en quoi il permet de se
couvrir contre des aléa liés au sous-jacent.

Enfin, nous nous restreindrons dans ce chapitre & des modélisations ou le temps et les aléa sont discrets.
L’avantage de ce type de modéle est leur trivialité mathématique, ce qui permet de se concentrer sur les
intuitions financiéres plus que sur les problémes mathématiques. En outre, on montrera qu’on peut les
faire converger vers des modeéles ou le temps est continu. Last but not least, ces modéles discrets sont
trés couramment utilisées en pratique et constituent un outil opérationnel incontournable.

3.2 Le cadre probabiliste

3.2.1 La dynamique du prix de [’action

Dans tous les problémes d’évaluation, il faut en premier lieu se donner un cadre probabiliste pour décrire
les actifs de base (i.e. les sous-jacents). Reprenant 1’ébauche de modélisation envisagée au début de cet
ouvrage, le prix d’une action peut se voir comme le prix qui apparaitrait si le monde était déterministe
(et si les dividendes et taux d’intérét futurs étaient connus deés aujourd’hui) auquel on ajoute un aléa
pour introduire I'idée que le monde n’est justement pas déterministe. On avait obtenu ainsi & partir d’une
logique d’arbitrage :

Sy +divg — Sy 1 =14 1.51 + &
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ol g; est un aléa (i.e. un << choc financier »>>) qui se réalise entre ¢t — 1 et t. Mathématiquement, il est
plus simple de faire un changement de paramétrage et de considérer plutdét un modeéle multiplicatif de la

forme :
1—|—7‘t 1

Sy = 8Si—1. T3, Hy
ou :
— S est le prix de 'action en t;
v, est le taux de dividende défini par v, = d—L
— 11 est le taux d’intérét pour la période allant det—1at;
— H; est une variable aléatoire.

Pour simplifier le modeéle, nous supposerons les hypothéses suivantes :
— le taux de dividende et le taux d’intérét sont supposés constants au cours du temps;
— laléa H suit une loi de Bernouilli, c’est-a-dire qu’il vaut w (<< up >>) avec une probabilité p et d (<<
down >>) avec une probabilité 1 — p;
— les variables (Hy); sont indépendantes entre elles et identiquement distribuées.

En clair, on ne s’intéresse pas ici aux questions liées au caractére aléatoire des dividendes et des taux
d’intérét mais seulement au caractére aléatoire du prix de revente de ’action. Par ailleurs, le modeéle de
Bernouilli dit encore modéle binomial est le plus simple qu’on puisse envisager. Ce modeéle probabiliste
considére donc implicitement qu’il ne peut y avoir que deux chocs : un choc << haussier >> et un choc
<< baissier >>. Ainsi, nous obtiendrons un modéle sans aucune complexité mathématique et qui pour-
tant apporte I'essentiel des intuitions financiéres, intuitions qu’on retrouvera dans le cadre des modéles
mathématiques en temps continu.

Pour finir, en notant 7 la quantité telle que :

147 =

I+~

qui vaut donc au premier ordre r — -, le modeéle dynamique de sous-jacent s’écrit :

Si—1.(14+7).u avec probabilité p
St St 1. (1+;")Ht = (31)
Si—1.(1+7).d avec probabilité 1 — p

qui est la dynamique de base que nous considérons pour l'action. Il s’agit donc d’une équation de ré-
currence avec toutefois un terme aléatoire. Quand nous serons en temps continu, cette équation sera
remplacée par une équation différentielle stochastique.

3.2.2  Quelques propriétés de la dynamique des prix

On peut travailler I’équation précédente pour déduire quelques résultats. En particulier, on peut écrire
I'équation (3.1) en déroulant la récurrence, soit :

t—1
Se=50.(1+7) . ][ Hi-k (3.2)

de telle sorte que le prix de I’action aujourd’hui apparait comme la résultante de tous les << chocs boursiers
>> passés.

On peut noter également que la loi de Sy conditionnellement a Sy est une loi binomiale qui prend les
valeurs Sy. (1 +7)" .uf.d*~7 avec une probabilité :

On peut également remarquer que :
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Proposition 1 Si on impose conventionnellement que d < u, alors on a :

d<l<u

Il s’agit 1a d’un résultat financier et non mathématique. En effet, supposons u,d > 1. Un investisseur a
la date t — 1 peut emprunter la somme S;_; pour acheter une action. Le bilan de cette opération en t est
le suivant :

— remboursement de I'emprunt : —S;_1.(1 +7)

— revente de Paction, somme a laquelle on ajoute le dividende versé : S;.(1 + )
Au total, I'investisseur n’a rien déboursé en t — 1 puisque ’achat de I'action s’est fait par le biais d’un
emprunt et recoit Sy.(1 + ) — S;—1.(1 + ) en t, somme qui est toujours positive si u,d > 1. Il s’agit
clairement d’une opportunité d’arbitrage car cette stratégie est sans risque, ne nécessite pas de mise de
fonds initiale, et rapporte a tous coups une somme positive. Si on suppose - comme nous le ferons tout le
temps - que le marché élimine instantanément ces opportunités, nous pouvons admettre qu’elles n’existent
donc pas et que u,d ne peuvent pas étre simultanément supérieurs a 1. Inversement par le méme type
d’argument, on ne peut avoir u,d < 1.

3.3 L’absence d’opportunité d’arbitrage et le prix des produits dérivés

3.3.1 La formule d’évaluation

Le cadre probabiliste étant posé, nous nous intéressons au prix des produits dérivés dont le sous-jacent
suit une dynamique du type précédent. En outre, pour simplifier, nous supposons ¢t = 1. L’équation (3.1)
s’écrit donc :

S1 = S5p. (1 +;“I) Hy

Il est naturel de supposer dans un premier temps que le prix du produit dérivé est une fonction du prix
du sous-jacent et du temps. Ainsi, C4, le prix du produit dérivé en 1 prendra deux valeurs possibles selon
la réalisation de ’aléa. On notera C, et C} 4 ces deux valeurs.

On peut alors faire I'opération suivante a la date O :
— émission d’une option d’achat ;
— achat d'une quantité « de titres d’action sous-jacente ;
— placement ou emprunt d’une somme G (si 8 > 0, il s’agit d’un placement et d’'un emprunt dans le
cas contraire)

L’investisseur doit << débourser >> (entre guillemets car cette somme peut étre négative) :
C() - OJ.SO - ﬁ
et recoit en 1 :
—C1+a.51.(1+)+8.(1+7)

Or, d’aprés le cadre probabiliste décrit plus haut, cette somme ne peut prendre que deux valeurs :

—Cy .+ a.So.(1+7)u+B.(14+7)  avec une probabilité p

—Ch1 g+ a.So.(1+7r)d+5.(1+r) avec une probabilité 1 —p

Il est toujours possible de choisir a pour que ce portefeuille soit sans risque. Ici, cela signifie que les deux
valeurs précédentes sont les mémes : en clair, quelque soit le choc boursier entre 0 et 1, le portefeuille
a une valeur indépendante de ce choc. On dit qu’on a construit un portefeuille de couverture. Ce
parameétre o doit donc vérifier :
* 1 Cl,u - Cl,d

147 So.(u—d)

«

et est totalement calculable en ¢ — 1.
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Si Iinvestisseur utilise cette valeur pour construire son portefeuille, alors il a construit de facto un porte-
feuille sans risque. Si de plus il a choisi 8 tel que I'investissement initial soit nul, i.e. Cy — a*.Sg — 3* =0
alors, avec ces deux valeurs de « et 3 (et uniquement avec ces deux valeurs), on doit avoir par absence
d’opportunité d’arbitrage :

—C14+a".51.(1+v)+68".1+r)=0

qui traduit qu'un portefeuille sans risque et qui ne nécessite aucun investissement initial ne doit pas
rapporter autre chose que 0 euro.

En remplacant o* et 3™ par leur valeur, on obtient, aprés calculs, la relation suivante :

Co= 1= (7.1 + (1= 7) C1r)
avec :
1—-d
= u—d
Plus généralement, si on note Cy le prix du produit dérivé a la date ¢, on a :
Ci= B (Con) (33)

ou Ey (.) désigne l'espérance conditionnelle (sachant S; et son passé) calculée avec la probabilité 7
et non la probabilité p. On a donc la proposition suivante :

Proposition 2 Sous ’hypothése d’absence d’opportunités d’arbitrage, il existe une probabilité 7 telle que
les priz actualisés des actifs dérivés soient martingales.

En effet, si on considére le processus Z; = (1—_16_‘7‘6)—1 alors on voit tout de suite que, sous la probabilité m, ce
processus vérifie :

Zy = Ey (Zr)
pour tout t < T. En outre, 7 est bien une probabilité car 7 est compris entre 0 et 1, résultat qui dérive
directement de la propriété d < 1 < w.

Exemple 1 L’évaluation d’une option standard européenne peut alors se faire en remarquant qu’a la
date d’exercice :

Cr=(Sy— K)*
et donc : .
——— FE (ST — K +
1+m)" :( )
Or, comme on l’a remarqué dans la section précédente, la loi de St conditionnellement & Sy est une loi
binomiale. Concrétement, d’aprés (3.2) :

t =

T—t—1
St = St.(1+ﬂT7t. H Hr_g
k=0
d’ou : N
s, T—t—1 e
C=——-—F Hr p— ————m
(1+y)"" (,g) S (147"

soit encore :

g Tt , e , K i
Ct - ﬁ Z < ] > . (1 — 77) <UJd J— St(7> (34)

I+~ =0

Cette formule permet donc d’exprimer le prixz de 'option en t en fonction de t et Sy.
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3.3.2  Interprétation économique

La formule d’évaluation (3.3) est fondamentale : elle exprime que le prix d’un actif peut se voir comme
Iespérance des flux futurs qu’il génére, I'espérance étant calculée sous une certaine probabilité m dont
lexistence dérive de 'hypotheése d’absence d’opportunité d’arbitrage. Au passage, on a, d’apres (3.1) le
méme type de formule (aux dividendes prés) pour le prix du sous-jacent :

S = WE,: (ST. (1+ ’Y)Tit)

La probabilité 7 s’appelle la probabilité risque-neutre : elle n’a a priori rien & voir avec la probabilité
initiale p, qu’on appelle aussi probabilité objective ou probabilité historique. Le calcul du prix d’un
produit dérivé ne fait donc pas intervenir la << vraie >> probabilité des événements. Le
terme de << risque-neutre >> vient directement de la théorie économique : lorsque les intervenants d’un
marché n’ont pas d’aversion pour le risque (on dit encore qu’ils sont risque-neutres), ils vont s’accorder
pour évaluer le prix d’un actif comme ’espérance actualisée des flux qu’il géneére. La formule d’évaluation
obtenue ici permet de faire comme si les investisseurs n’avaient pas d’aversion pour le risque. Cela ne
suppose absolument pas que les intervenants sont risque-neutres. En clair, ’absence d’opportu-
nité d’arbitrage se traduit mathématiquement par I’apparition d’une probabilité = : cette probabilité est
un artifice mathématique qui permet, dans les calculs d’évaluation, de faire comme si les investisseurs
étaient neutres au risque.

3.3.3  Utilisation pratique

Dés lors qu’on connait les parameétres r, 7, u, et d, on sait calculer le prix de tout produit dérivé (au
moins de type européen, au sens défini au chapitre précédent). L’implémentation numérique ne pose pas
de probléme puisqu’il suffit d’implémenter un arbre binomial. La seule question est de savoir comment
on évalue les parameétres.

3.4 La convergence vers le temps continu

Le fonctionnement des marchés financiers rend difficile I'idée qu’il existe un pas de temps élémentaire et
insécable. Il est de fait plus logique d’écrire un modéle en temps continu puis de le discrétiser afin de
I’adapter aux réalités des marchés. Ici, nous allons écrire le modéle précédent en faisant apparaitre le pas
de temps et en le faisant tendre vers 0. Nous obtiendrons ainsi un modeéle en temps continu qui n’est rien
d’autre que le modeéle de Black et Scholes.

3.4.1 Quelques notations

On note 6 le pas de temps et on suppose que les dates considérées ici sont des multiples de ce pas de
temps. Pour simplifier les expressions, nous supposerons, sans perte de généralité, que les taux d’intérét
et taux de dividende sont nuls. Le processus du sous-jacent s’écrit donc d’aprés (3.1) :

11

Se=5 [] Hs 1)
k=0

ol

ou encore (par changement d’indice) :

1

Ln S; = Ln Sy + ZLTL Hy s
k=1
3.4.2  Changement de paramétrage

Les paramétres u et d ont une interprétation financiére qui n’est pas évidente. On introduit donc la notion
de volatilité comme 1’écart-type conditionnel du logarithme du prix du sous-jacent, soit :

wol=

[Var,_s (Ln St)]
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qui est donc égale & (comme pour toute loi de Bernouilli)! :

= m [Ln %}

=

[Var (Ln Hy)]

On notera donc : u
os =+/m. (1l —m).Ln 3

Comme, par ailleurs, on a par définition de 7 :
Tu+(1—m.d=1

on en déduit les équations de passage entre le paramétrage (u,d) et le paramétrage (m, o), soit :

u = 1
w4(1—m7). exp(——é—_w_‘;lm )
d = 1

(I,ﬂ-)+7r. eXP(\/T_‘Ef—f_W))

3.4.83 Convergence vers le temps continu

Il ne reste plus qu’a définir comment la volatilité dépend du pas de temps 6. Pour que le modeéle converge
vers << quelque chose >>, il faut supposer que :

ags :O’.\/E

On peut alors écrire :

InS, = LnSo+Yi_, Ln His

LnSo+ Y ooer+mInu+(1—m)Ind

avec :
_ InHps— (m.Lnu+ (1 —m).Lnd)

U.\/g
Cette nouvelle variable aléatoire a 'avantage d’étre centrée et réduite, c’est-a-dire de moyenne nulle et
de variance 1 sous la probabilité .

€k

T
La convergence du terme » 7 _, m.Ln u+ (1 —7).Ln d est triviale : il suffit de remplacer u et d en fonction
de o5 = U.\/S, de faire un développement limité au voisinnage de 6 = 0, et de constater qu’il converge

Vers
2

o
——.t

Le terme stochastique converge par un théoréme de type théoréme central limite. Ce terme s’écrit :

Ik
U.\/z zZEk

6 k=1

et converge donc en loi vers une loi normale d’espérance nulle et de variance o2.t.

Au total, Ln S; converge, quand le pas de temps tend vers 0, vers une loi normale :

o2
InS; — N(LnSO—?.t; 02.t>
6—0

1Le conditionnement disparait car on a supposé que les variables H; ¢taient indépendantes.
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3.4.4  Quelques remarques

Le schéma binomial décrit ici converge vers un modeéle ot le prix de ’action sous-jacente suit une loi
log-normale. 11 a fallu, pour cela, faire une hypothése sur 'ordre de la volatilité en fonction du pas de
temps, et surtout supposer que la volatilité se réduisait & un seul paramétre constant o. En revanche, le
paramétre a moins d’importance puisqu’il disparait dans la convergence vers le temps continu?®.

Le résultat de log-normalité précédent peut se généraliser pour tout couple de dates (¢,7"). Ainsi, la loi
conditionnelle de Ln St sachant S; apparaitra comme une loi normale :

N (Ln Sy — %2.(T —t); o*(T — t))

Plus généralement, tout n-uplet (Ln Sy, ..., Ln Sy, ) suivra une loi normale. On dira que (Ln Sy), est un
processus gaussien.

Lorsqu’on ne suppose plus les taux d’intérét et taux de dividende nuls, il est facile de voir que cette loi
gaussienne devient? :

N <Ln Sy + <? %) (T —1t); (T — t))

On voit alors comment calculer le prix d’un produit dérivé dans le modéle continu. On peut soit partir
de la formule d’évaluation binomiale (3.4) et faire tendre le pas de temps vers 0, soit partir de la formule
plus générale :

Cy = eir(Tit).Et (ST - K)+

en calculant ’espérance avec la loi gaussienne obtenue pour Ln Sp. On montre que ces deux voies
aboutissent au méme résultat et ce résultat correspond a la formule de Black et Scholes qu’on étudiera
au chapitre suivant. Enfin, il en existe une troisiéme qu’on présente maintenant.

3.4.5  Fwvaluation par équation aux dérivées partielles

On montre ici que le prix d’un actif dérivé peut étre vu comme la solution d’une équation aux dérivées
partielles. Pour cela, on reprend 1’équation de récurrence (3.3) en supposant de nouveau que taux d’intérét
et taux de dividende sont nuls :

Ci = E; (Ciys)
soit encore :

Cy = C(t,5)

= m.C{t+6,Stu)+ (1 —m).Ct+6,5.d)

_ 1_
uzl—l—a.\/l W.\/E—UQ.Q—W.(S—I—O((S)
7r 7r

1—m

En remarquant que :

1
d=1-o0. .\/5—02.7{—2.64—0(6)
— T

s

et en développant la fonction C' par rapport a ses deux arguments, on déduit :

_ov ou Ll 200

Oiat 6+6S.0(6)+2S '8526
soit : 0c 1 920
_ob 1 200
0= ot 25’ 1082

2Q: 2 P \ . a . - \ .

“Si on développe aux ordres supérieurs, le paramétre m ré-apparait : cela signifie que ce paramétre a une influence sur la
vitesse de convergence mais non sur la valeur-limite elle-méme.

30n adopte ici la convention de taux d’intérét utilisée généralement en temps continu. Cela revient formellement &

—r(T—t) 4

: 1
substituer e A ——.
(1+1‘)1 —t
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qui devient quand les taux d’intérét et taux de dividende sont non nuls :

00 00 1, , 0°C
rC’—at +r.S.aS+2S.0.aSQ

Au total, le calcul du prix - en temps continu - d’un produit dérivé tel qu'une option européenne peut se
faire :
— soit comme le calcul d’une espérance & partir de la formule :

Ct = 6_T(T_t).Et (ST - K)+

en imposant que la loi conditionnelle de Sp sachant S; est une loi log-normale :
2
Ln Sy (sachant Sy) ~ N <Ln Sy + <77— %) (T —1t); o*(T — t))

— soit comme la solution de ’équation aux dérivées partielles :

L oCc L 0C 1 _, 2820
rC—at +T.S.8S+2S .U.aSz

avec la condition aux bornes C(T,S) = (S — K)+.
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4
Le modéle de Black et Scholes

4.1 Introduction

Nous abandonnons ici le cadre discret du chapitre précédent et travaillons désormais en temps continu.
La démarche suivie dans le cadre discret sera adoptée ici dans le cas continu. Il faut garder en téte que
les étapes sont les mémes et les intuitions financiéres similaires : seul change le niveau de traitement
mathématique. Ce niveau était trivial quand les aléa et le temps étaient discrets; il ’est moins voire
beaucoup moins dans les modéles continus.

Pour résumer, la démarche était et sera la suivante :

1. donnée d’une dynamique (aléatoire) du sous-jacent;

2. traduction de I’hypothése d’absence d’opportunité d’arbitrage sous la forme de l'existence d’une
mesure dite risque-neutre ;

3. sous cette mesure, les prix actualisés sont martingales, ce qui conduit & une formule de valorisation
selon laquelle le prix aujourd’hui d’un actif apparait comme 'espérance (sous la mesure risque-
neutre) des flux futurs actualisés. De fagon équivalente, les prix des actifs peuvent aussi étre vus
comme des solutions d’une équation aux dérivées partielles;

4. spécification supplémentaire du modeéle par la donnée d’une fonction de volatilité;

5. une fois le modeéle spécifié, les calculs numériques peuvent étre menés jusqu’a leur terme.
1% s q P Jusq

Schématiquement, les étapes 1, 2 et 3 aboutissent au cadre général de I’évaluation par arbitrage. Ce cadre
sera valable aussi bien pour les dérivés action que pour les dérivés de taux d’intérét, de taux de change
etc. A partir de ’étape 4, on introduit des modéles spécifiques : il y a donc une infinité de fagons de sortir
de I’étape 3 pour définir un modéle particulier. Ainsi, au chapitre précédent, on a fait I’hypothése que la
volatilité (c’est-a-dire I’écart-type conditionnel) était représentable par un unique parameétre . C’est la
facon la plus simple de répondre a I’étape 4 mais rien n’empéchait de faire plus compliqué en prenant une
volatilité fonction du sous-jacent (i.e. o(S;)). On obtient alors un autre modele ot le sous-jacent (S;), n’a
a priori aucune chance d’étre log-normal.

Le modéle de Black et Scholes est justement le modeéle limite du chapitre précédent, c’est-a-dire un modeéle
ou la spécification de I'étape 4 est la plus simple qu’on puisse imaginer, i.e une volatilité réduite & un
parameétre 0. C’est ce modéle que nous étudions ici. Pour cela, nous ne revenons pas sur les étapes 1, 2
et 3 : nous supposons qu’elles sont acquises. Ces étapes sont triviales & démontrer dans un cadre discret
mais nécessitent des démonstrations plus sophistiquées en continu. Nous nous placons directement apres
I’étape 3 et nous disposons donc de 3 objets :

— une dynamique du sous-jacent sous la mesure risque-neutre (typiquement log-normale) ;
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— une formule d’évaluation reliant le prix d’un actif dérivé a ’espérance des flux futurs;
— une seconde formule d’évaluation - équivalente - sous la forme d’une équation aux dérivées partielles
dont la solution est le prix de l'actif dérivé.

4.2 La formule de Black et Scholes

La dynamique du sous-jacent est la dynamique-limite du chapitre précédent et s’écrit donc' :
o2
Ln Sy (sachant Sy) ~ N <Ln Sy + <r -7 - 7) (T —1t); (T — t)) (4.1)

Cette distribution log-normale est relativement simple & manier. Nous supposons sans perte de
généralité que le taux de dividende 7y est nul. Le cas ol ce taux n’est pas nul est une généralisation
directe des calculs qui suivent.

Cette distribution permet de calculer le prix C; d’une option d’achat européenne a partir de la formule
d’évaluation générale :
Cr=e TV B (Sr — K)T

La densité de la loi normale N (M ; 02) s’écrit :

1 (& — w)?
()

ce qui donne ici une densité de Ln St (sachant S;) :

1 (m—(LnSt—&-(r—%z).(T—t)))Q
o) = ST -1 P 202(T — 1)

Au total, le prix de 'option d’achat s’écrit :
+oo
Cy = e*”'(T*t)./ max (e* — K;0) .f(x).dx
soit :

400 +o0
Cp = e (T, [/ e’ f(x).dz — K. f(m)dx]
L

n K Ln K

Il est alors facile d’exprimer ce prix & l'aide de la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite :
Y 2

L / e T .dx
N - '

ce qui donne la formule de Black et Scholes :

N(y) =

Cy = S;.N(dy) — K.e7™T=) N(dy)

avec :

1 S, |
di = L LoVT
YT (K.e—T(T—t)> 37

et :

1 St 1
dy = L —=oVT -1
2= o= " (K.e’"(Tt)> 27

ILe facteur d’actualisation est pris ici sous sa forme continue e~7(T—=1) et non discrete

N S
a+nT—t
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Le prix d’une option d’achat apparait donc comme une fonction non linéaire du prix du sous-jacent S;. On
peut remarquer par ailleurs que lorsque ¢ atteint la date d’exercice T alors Cr est bien égal a (S — K )+.
L’utilisation de cette formule sera examinée dans les sections suivantes.

Il faut bien comprendre que cette formule donne un prix théorique pour 'option. Comme par ailleurs
les actifs dérivés sont cotés sur des marchés et répondent donc a une logique offre-demande, il n’est
absolument pas acquis que le prix théorique soit égal au prix réellement observé sur le marché, ne serait-
ce que parce qu’on s’est placé dans un modele particulier (i.e. le modeéle de Black et Scholes) ou la volatilité
a été supposée constante. Avec une autre hypothése, nous aurions abouti & une tout autre formule. Nous
reviendrons sur ce point par la suite.

Voici un exemple de calcul : considérons une option d’achat sur une action dont la valeur aujourd’hui est
100 euros (S; = 100), de prix d’exercice 90 euros (K = 90), de maturité 3 mois (' — ¢t = 0.25 année).
Supposons par ailleurs que le taux d’intérét annuel est de 6 % (r = 6%) et la volatilité annuelle de 15 %
(0 =15%). Les termes d; et dy valent donc :

1 100 1
dy = L 20.15V/0.25 = 1.6415
B REN v <90.60~06*0-25> "3

1 100 1
b= s <90,eo~06*0-25> ~50.15v/025 = 1.5673

d’ou :

Cy = 100.N(dy) — 90.e 2967025 N(dy) = 11.50 euros
Si le modeéle de Black et Scholes reflete bien la réalité (et si on ne s’est pas trompé sur les niveaux de taux
d’intérét et de volatilité), alors les investisseurs aujourd’hui sont préts a payer 11.50 euros pour détenir
le droit d’acheter I'action au prix de 90 euros dans 3 mois, sachant qu’elle en vaut 100 aujourd’hui.

4.3 Le formalisme du temps continu

Comme nous venons de le voir, les distributions de probabilité de (S;); permettent de faire tous les
calculs de prix. Toutefois, il existe un formalisme plus synthétique mais mathématiquement plus ardu
qu’on présente ici de fagon trés informelle. Une présentation plus propre peut se trouver dans un cours de
calcul stochastique et de mathématiques appliquées. L’élément de base est le mouvement Brownien

4.8.1 Le mouvement Brownien et les équations différentielles stochastiques

Le mouvement Brownien est noté ici (W;);. Ce processus est défini comme le processus stochastique a
accroissements indépendants et gaussiens, i.e. :

Wy — Wy indépendant de (W;)s<; pour tout t < ¢’

et :
Wy — Wy suit une loi normale d’espérance nulle et de variance t’ — ¢

Ainsi, grace a cet objet, la distribution du sous-jacent dans le modeéle de Black et Scholes peut alors
s’écrire sous la forme condensée suivante? :

2

Ln S, = Ln Sy + <7~ - %) i+ oW, (4.2)

avec, par convention, Wy = 0. Le mouvement Brownien permet ainsi d’écrire de fagon synthétique et
maniable I’hypothése concernant la distribution de probabilité du sous-jacent. Il faut bien voir qu’a ce
stade il s’agit d’une simple ré-écriture : écrire (4.2) ou dire que les lois conditionnelles de Ln Sy sachant
St sont log-normales (équation (4.1)), ¢’est dire a peu prés deux fois la méme chose.

20n suppose toujours que le taux de dividende est nul.
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On peut aussi de maniére équivalente écrire ’équation (4.2) sous une forme différentielle, i.e. une équation
différentielle stochastique ou équation de diffusion :

UQ
dLn St = (7’ - 7) .dt + O'.th

qui est analogue a ’équation de récurrence stochastique du chapitre précédent, qui donnait .S; en fonction
de S;—1 et d’une perturbation aléatoire H. Ici, dW et H jouent le méme role, i.e. un choc financier qui
permet de << sortir du monde déterministe >>. Une équation différentielle stochastique prolonge la notion
d’équation différentielle traditionnelle (i.e. non stochastique) & travers le terme o.dW;. Par conséquent,
rien n’empéche de considérer des équations plus générales qui s’écriraient :

dSt = /J/(t, St)dt +o (t, St) th

ou u(.,.) et o(.,.) sont des fonctions quelconques (4 des conditions de régularité prés?). Toutefois, les
équations différentielles stochastiques ne se manient pas tout a fait de la méme facon que les équations
ordinaires.

4.3.2  Le lemme d’Ito

Le lemme d’It6 décrit comment on obtient ’équation différentielle stochastique d’une fonction de S; et
de t, par exemple h(t,S;), quand on connait I’équation différentielle stochastique de (S;);. Dans le cas
ordinaire, non stochastique, le passage de 'une a l'autre se fait par la dérivée de h par une formule du
type :
oh oh
dh(t,Sy) = —.dt + =—=.dS
(t:50) = 5pdt+ 35

Ici, ce n’est plus vrai : plus exactement un terme supplémentaire apparait. On a alors :

Proposition 3 (Lemme d’It6) Si le processus (Si)¢ suit l'équation différentielle stochastique :
dSt = /J/(t, St)dt +o (t, St) th

alors (h(t,St)), suit Uéquation différentielle stochastique (ot h est de classe C?) :

C(oh 1 2 2 oh
s0it encore :
_ (on on 1 o 02h oh
dh(t, St) = <E + /A(t, St)% + 50’ (t, St) _8SQ> dt + %.0’ (t, St) th

L’intuition qui se trouve derriére le terme supplémentaire %a (t, St)2 % repose sur 'obligation d’aller

a l'ordre deux en S dans le développement de h(.,.). La nécessité d’<< aller a lordre deux >> était
déja présente dans les développements limités du chapitre précédent. On exprime ce fait en disant que
dW? est d'un ordre O(dt). En effet, par définition du mouvement Brownien, on a E(Wy — W;) = 0 et
E(Wy —W,)? =t/ —t, quon écrit E (dW;)? = dt.

Exemple 2 On peut donner un premier exemple en calculant ’équation différentielle stochastique de
(St)¢ a partir de celle de (Ln Sy); dans le modéle de Black et Scholes. Il est facile de vérifier que si :

o2

dLn S—t - (’I" - ?) .dt + O'.th

alors :
dSt = T.St.dt + O'.St.th (43)

3Comme pour les équations différentielles ordinaires, I’existence d’une solution n’est pas forcément évidente et requiert
des conditions de régularité sur les coefficients de I’équation.
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qu’on écrit aussi :

@ =r.dt+ o.dW;
St

1l faut toutefois étre prudent car, d’aprés le lemme d’Ito, %S[‘- #dLn Sy !

Exemple 3 Retrouver [’équation aux dérivées partielles de la fin du chapitre précédent est un deuxiéme
exemple d’application. Supposons une dynamique plus générale ou la volatilité est quelconque :

dSt = ’I’.St.dt +o (t, St) th
Le priz d’un actif dérivé de priz Cy = C(t,Sy) satisfait donc 'équation différentielle stochastique :

oC oCc 1 0%C oC
dC(t,8;) = | = +r.St.—= + =0%(t,S). == | .dt + —=.0 (t, S;) .dAW, 4.4
(£, 5¢) (at”tas+2”(’t)as2> g5 (&:5) AW (44)
On peut alors faire le raisonnement trés informel suivant. Construisons un portefeuille composé de ’option
et d’une quantité o de Uaction sous-jacente : V, = C(t,S¢)+a.S¢. La dynamique de ce portefeuille s’écrit :

_[oC aC 1, 0%C aC
d‘[t = (E —|—7‘.S—t. (% —|— a) —|— 50’ (t, Sﬂm) dt + (% —|— a) Nea (t,St) th

On suppose que o ne varie pas entre t et t 4+ dt : linvestisseur n’achéte pas ou ne vend pas d’actions
supplémentaires (le portefeuille est dit auto-financé). Comme dans le cas discret du chapitre précédent,
on choisit « de telle sorte que le portefeuille soit sans risque. Ici, cela signifie que, dans [’équation
différentielle stochastique de (V;),,les chocs AW ont été << éliminés >>. Il faut donc prendre :

_9¢
95

ot =

et on a alors :

_joC 1, 92C
d‘/:t = (E + 50’ (t7St).W> .dt

Ce portefeuille est localement sans risque et ne doit donc rapporter ni plus ni moins que le taux d’intérét
r, soit :

dVy = r.V,.dt
et donc, en identifiant les deux expressions :
oC oc 1, 0%C
— So— + = t — =
o Trogg tao S G = e

qui est [’équation aux dérivées partielles de la fin du chapitre précédent dans un cadre toutefois plus général
puisque la fonction de volatilité est quelconque. Le modéle de Black et Scholes est un cas particulier. Enfin,
si on injecte ce résultat dans 'équation (4.2), on obtient alors :

dC(t, St) = ’I“.O(t, St)dt + g—g.ﬂ'(t, St)th

Exemple 4 Si on applique le lemme d’Ité sur la variable Zy = e~ "*.C(t, St), on obtient :
oC
dZ, = e "t . == .0.5..dW,
t—=¢€ 95 0.9t t

qui s’écrit sous la forme d’une intégrale stochastique :
T
—ry OC
ZT = Zt +[: € ”‘.%.U.SU.CZWU

et qui conduit o :

CO(t,8) = e T B, (C(T, Sr))

en utilisant E (dW,,) = 0. On retrouve bien l'idée que les priz actualisés sont martingales ou encore que
le priz d’un actif est égal o la valeur actualisée espérée des flux futurs qu’il génére.
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4.3.3 L’équation de Fokker-Planck

Enfin, nous avons dit que les équations différentielles stochastiques étaient un moyen d’écrire de fagon
condensée le type de distribution de probabilité suivie par le processus. Il faut donc expliciter ce lien,
c’est-a-dire montrer comment, & partir de ’équation différentielle stochastique, on récupére les densités
de probabilité. Partons de I’équation :

dSt = M(t, St)dt +o (t, St) th

et notons f; g, (T; ) la densité de St sachant S;. On a alors I'équation dite de Fokker-Planck :

of 1|0l ST glura) (1)
or 2 Ox2 B oz

sous la condition aux bornes :
fr,s.(t;x) = dirac (x — Sy)

4.4 Reformulation de I’hypothése d’absence d’opportunité d’arbitrage

Le détour par le formalisme en temps continu a montré que le modéle de Black et Scholes n’était qu'un
modeéle parmi d’autres. Deux modéles admissibles différent par leur fonction de volatilité . En revanche,
on peut montrer, par hypothése d’absence d’opportunités d’arbitrage, que quelle que soit
la fonction de volatilité utilisée, la partie << en dt >> (qu’on appelle encore le drift) est toujours
la méme. Plus exactement, sous I’hypothése d’absence d’opportunité d’arbitrage, il existe une
mesure de probabilité risque-neutre sous laquelle :

dSt = T.St.dt +o (t, S) th (45)
ou (W;), est un mouvement Brownien standard, et :.

dSt = (T — ’)/) Stdt + g (t, S) th

lorsqu’il y a des dividendes®.

Le seul degré de liberté concerne donc la fonction de volatilité. Ainsi, on peut considérer des fonctions
o (t,5), le modele de Black et Scholes étant le cas élémentaire ou :

o(t,S)=0.8

La formule dite de Black et Scholes n’a a priori de sens que sous cette hypothése.

4.5 Analyse et utilisation de la formule de Black et Scholes

A partir de cette formule, on calcule différents ratios dit les grecques que les opérateurs utilisent pour
couvrir leur position. L’idée est la suivante : un actif dérivé tel qu'une option est évidemment un produit
risqué car sa valeur dépend du prix du sous-jacent. L’acheteur ou I’émetteur d’une option peut tout a fait
décider d’assumer ce risque et ce pour deux raisons. En premier lieu, il peut s’agir d’un pur spéculateur
qui donc fait un pari sur I’avenir comme un joueur dans un casino. En second lieu, cet investisseur peut
étre une entreprise qui supporte, par ailleurs, un risque opposé : en achetant ou en émettant une option,
elle couvre ce risque. Par exemple, une entreprise qui importe des matiéres premiéres exprimées en dollar
craint une hausse du dollar; si elle achéte des produits dérivés dont le prix est positivement corrélé au
dollar, alors elle se couvre globalement.

10n peut envisager des modeles encore plus généraux ot la fonction de volatilité est elle-méme un processus stochastique
non réductible & une fonction du temps et du sous-jacent.
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Inversement, un acheteur ou un émetteur d’option peut décider de ne pas assumer le risque induit. Par
exemple, une banque vend a un de ses clients (par exemple une entreprise) un produit dérivé. Cette
banque peut souhaiter recevoir la commission attachée a cette vente (i.e. le prix de ses services) mais ne
pas vouloir pour autant supporter le risque qu’elle a engrangé du fait méme de 'opération. Elle cherchera
alors a se couvrir et le plus simple sera de compléter sa position par des actions sous-jacentes.

En pratique, on reproduit le raisonnemment du chapitre précédent (cas discret) ou des sections précédentes

(cas continu) : on peut toujours (au moins en théorie) construire un portefeuille composée d’un actif dérivé

et d’une certaine quantité du sous-jacent de telle sorte que ce portefuille résultant soit (localement) sans
ac

risque. Comme on I’a vu, la quantité de sous-jacent doit étre égal a 5.

On définit donc le delta de I'actif dérivé comme la dérivée du prix de cet actif par rapport au sous-jacent :

aC
A=—
oS
qui donne dans le cadre de la formule de Black et Scholes pour une option d’achat :
ON (dy) —r(r—t) ON (d3)
A=N(d e — Kemm T 2 — N(d
(d1) + 8 B e BYS (d1)
et :
A =N(dy) —1=N(—dy)
pour une option de vente.
Delta Call
/,.-»""""_'__ Cours
r‘//
Delta Put -
Pal

Delta en fonction du cours du sous-jacent

Un portefeuille composé d’une unité d’actif dérivé (par exemple une option) et de —A unités de sous-
jacent est donc localement sans risque, i.e. le choc dW est éliminé du portefeuille. On dit alors qu’on a
un portefeuille delta-neutre qui, par absence d’opportunités d’arbitrage, ne doit rapporter que le taux
d’intérét sans risque r. Plus généralement, on peut considérer un portefeuille d’options de différents types
(par exemple des prix et des dates d’exercice différents) et calculer le nombre total d’actions qu’il faut
acheter ou vendre pour que le delta global soit nul. Si on reprend ’exemple numérique du début du
chapitre, le delta vaut N(dy) = 0.9497. Si on émet 100 options, il faut donc étre acheteur de 95 actions
environ.
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Toutefois, le raisonnement n’a de sens qu’en temps continu. En pratique, une couverture en temps continu
n’est pas réalisable et donc ne peut étre parfaite. Pour cette raison, les investisseurs évaluent le risque de
leurs positions & travers la dérivée d’ordre deux qu’on appelle le gamma :

_9*C
082
qui vaut, dans le cadre de la formule de Black et Scholes pour une option d’achat et de vente :

1
Sy/2m (T — t)a.e

|
N l}w

et qui est donc positif. Le gamma mesure également la sensibilité du delta & des mouvements du cours
du sous-jacent : il indique donc I'amplitude et la fréquence du recalage de la couverture. Si par exemple
le gamma est proche de zéro, le delta varie peu et la couverture en delta n’a pas besoin d’étre modifiée.
A Tinverse, si le gamma est élevé, il faut souvent et significativement re-considérer le nombre d’actions
en portefeuille si on veut conserver une couverture delta-neutre.

Cours

Gamma en fonction du cours du sous-jacent

On définit également le theta comme la dérivée partielle du prix de lactif par rapport au temps :

e

=%

qui vaut, dans le modéle de Black et Scholes :
1o 5 o2
O=rC-r.5A—- §F.a S

Cette formule se déduit immédiatement de ’équation aux dérivées partielles de la section précédente. Le
theta mesure de combien le prix de 'option diminue par le seul passage du temps.
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Cours

Theta d’un call en fonction du cours du sous-jacent

Imaginons un portefeuille delta-neutre égal a V; = C; — A.S;. Entre t et t + 6t, la valeur du portefeuille
varie de :

8V ~ (@.& + %F. (55)2>

Si les mouvements du sous-jacent sont suffisamment importants (dans un sens ou dans un autre), la valeur
du portefeuille delta-neutre augmente. Dans le cas contraire, 'effet dit & I’écoulement du temps domine
et le portefeuille voit sa valeur décroitre.

Les ratios delta, gamma et theta® permettent de connaitre les effets des variations du sous-jacent et du
passage du temps. Il faut remarquer toutefois que la valeur de ces ratios dépend crucialement du modéle
choisi. Il existe donc un risque de modele. Ce risque est lié au fait que le modéle choisi (ici le modele de
Black et Scholes) n’est peut-étre pas le << bon >> modele. Utiliser un mauvais modele est un des risques
majeurs supportés par les opérateurs qui interviennent sur les marchés de produits dérivés. En effet,
dans ce cas, les ratios de couverture seront biaisés et donc une position supposée étre delta-neutre (donc
plus ou moins insensible aux mouvements du sous-jacent) ne le sera en fait pas, ce qui évidemment est
dangereux. En outre, on congoit aisément que, tant qu’on ne connait pas le << vrai >> modeéle (et c’est
toujours le cas), il est difficile de mesurer ’exposition & ce risque.

Dans le cas du modéle de Black et Scholes, dire que ce n’est pas un bon modéle revient a dire que
I’hypothése de volatilité constante n’est pas correcte. La volatilité implicite (implied volatility) est une
facon de mettre en évidence ce fait. La volatilité implicite correspond au parameétre o qu’il faudrait mettre
dans la formule de Black et Scholes pour retrouver le prix de I'option réellement observé sur le marché.
Elle est donc calculée (pour une option d’achat standard) comme la valeur ¢y, solution de I’équation :

C; observé = ;. N(dy) — K.e7" T~ N(dy)

avec :
1 St 1
d = ——m=—1In <—K.eth)) + 5TimpVT — 1

Timp 2

°On définit également le rho comme la dérivée par rapport au taux d’intérét r.
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et :

1 St 1
dy— ——In (—2t )~ o VT 1
? TimpV T —1 " <K.eth)> o Timp

Si le modeéle de Black et Scholes était le << bon >> modéle, alors on devrait observer que les volatilités
implicites calculées sur toutes les options d’achat d’'un méme sous-jacent sont égales. Autrement dit, on
devrait observer :

Oimp (K, T —t) = constante

Or, empiriquement, ce n’est pas le cas : deux options de méme sous-jacent, de maturité ou de prix
d’exercice différents ont des volatilités implicites différentes : le smile de volatilité est la fonction qui
donne la volatilité implicite en fonction du prix d’exercice oy, (., T — t)et on appelle nappe de volatilité
la surface dimp (.,.). On constate de plus que la nappe de volatilité se déforme au cours du temps de
fagon aléatoire.

Pour rendre compte de ces faits empiriques, il faut envisager des modeéles plus sophistiquées ou la fonc-
tion de volatilité o n’est plus constante. Dans ce cas généralement, tous les résultats de log-normalité
disparaissent et les questions d’évaluation et de couverture deviennent nettement plus complexes. Les
opérateurs font un compromis en utilisant quand méme le modéle de Black et Scholes mais en calculant
le vega qui est la dérivée du prix par rapport au parameétre de volatilité :

oC
vega = —
oo
Dans le cadre strict du modele de Black et Scholes, cela n’a pas de sens de calculer ce ratio car o est
supposé étre un parameétre fixe, & 'inverse du temps ou du sous-jacent. Cela en a un si on considére que
ce modéle est le bon modeéle << au premier ordre >>.
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Extensions et applications du modeéle de Black et
Scholes

5.1 Introduction

Le modele de Black et Scholes désigne, comme précédemment, le modéle ot le prix du sous-jacent suit,
sous la probabilité risque-neutre, une équation différentielle stochastique dans laquelle la volatilité est
constante. Sous cette spécification, on a vu que le logarithme du prix du sous-jacent était gaussien, ce
qui permettait de faire aisément des calculs de prix d’option standards d’achat ou de vente.

Ici, nous restons dans le cadre de ce modéle mais nous nous intéressons a des exemples d’options non
standards. En premier lieu, nous examinons certaines options pour lesquelles on peut encore faire des
calculs de prix explicites (options & barriére, options digitales) puis, dans un second, temps, des options
qui n’ont pas de formule de valorisation explicite méme dans un modeéle aussi simple que celui de Black
et Scholes (options américaines).

5.2 Prise en compte des dividendes
Jusqu’a maintenant, les dividendes ont été négligées. Si on reprend les calculs des chapitres précédents,

les dividendes peuvent s’introduire & travers un taux de dividende 7 tel que la dynamique du sous-jacent
s’écrive sous probabilité risque-neutre de la fagon suivante :

dS; = (r — =) .Se.dt + 0.5;.dW;
Ainsi, la loi de Ln Sy conditionnellement & S; s’écrit :
Ln Sy (contionnellement a S¢) ~» N ((r —y— %(72> (T —t); o* (T — t))
Il est alors facile de reprendre les calculs précédents pour obtenir le prix théorique d’un call standard :
Cy = Sp.e YT N(dy) — K.e ™I~ N(dy)

avec :

1 Sy 1
d; = T t.Ln <K.e—(7“—’Y)-(T—t)> + iax/T —t

et :

1 St 1
d2 = Ju ’—T— th <K.6(T’W’)-(T7ﬁ)> — 50’\/T —t
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Ceci n’a de sens que si les dividendes sont versées contintiment ou quasi-continiment. En pratique, ce
n’est pas le cas pour une action, ses dividendes étant versées a des dates discrétes (trimestre, semestre,
année).

Pour tenir compte de ce caractére discret, on peut introduire la quantité :
Dy = divg.e" vt 4 divtﬂ.e”(“*t*l) + ... + divy,

c’est-a-dire la somme capitalisée des dividendes versés entre les dates ¢ et u. On suppose que les dividendes
futurs sont connus aujourd’hui. Il s’agit évidemment d’une hypothése forte : en pratique, on considérera
par exemple que les dividendes futurs sont égaux au dernier dividende connu multiplié par un taux de
progression ad-hoc. La variable St + D; 7 représente la somme totale acquise en T par 'investisseur qui
a acheté une action en t. Ainsi, la variable :

D
Yig = ST‘; ¢, T
t

mesure le rendement total de 'opération qui consiste & acheter ’action en date ¢, capitaliser les dividendes
recus entre t et T, et revendre l'action en T'. Si le monde était déterministe, ce rendement serait égal a
e"(T=1)_ On peut alors étendre le modele de Black et Scholes en supposant que :

dYiw = 1Y .du+0.Y . dW,,
On peut alors appliquer la formule de Black et Scholes sans dividende en remarquant que :
C, = e "0 B[Sy — K|t

= e 7T E[S,.Yir — (K + Dy p)|*

= S..N(dy) — (K + Dy 1) .e~"(T=%) N (dy)

avec :

1 Sy 1
dyjy = L — ~oVT —t
= (e aen) 5

5.3 Taux d’intérét et volatilité dépendantes du temps

Dans le souci de simplifier, nous avons supposé que le taux d’intérét était une constante r, ce qui est
assez éloigné de la réalité. Les taux d’intérét varient de fagon stochastique comme les prix d’actions. Les
raisonnements qui découlent du modéle binomial doivent étre substantiellement modifiés dés lors qu’on
autorise les taux d’intérét a étre eux-mémes des variables aléatoires, surtout si ces variables aléatoires
ne sont pas indépendantes des prix d’action. Intuitivement, on ne peut pas, dans ce cas, << sortir >> le
terme d’actualisation (i.e. I'équivalent de e~"(T~%)) de I’espérance conditionnelle (en tout cas pas aussi
facilement).

En revanche, si on suppose que les taux d’intérét ne sont pas stochastiques mais sont néanmoins des
fonctions (déterministes) du temps, hypotheése de log-normalité tient toujours tant que la volatilité est
constante. On peut donc supposer que le taux court r dépend du temps (de fagon déterministe) et la
formule de Black et Scholes habituelle est conservée a condition de remplacer le terme d’actualisation
e "(T=1) par le discount factor, c’est-a-dire le prix d’un zéo-coupon d’échéance T, soit B(t,T).

On a a peu prés le méme genre de résultat sur la volatilité. A priori, rien n’empéche de considérer que la
volatilité varie de facon aléatoire. Bien au contraire, les travaux d’économétrie financiére montrent sans
grande ambiguité que les volatilités se comportent comme des processus aléatoires corrélés en particulier
au prix du sous-jacent. Toutefois, comme pour les taux d’intérét, prendre des volatilités stochastiques
change radicalement le modéle et il est alors impossible de garder ’hypothése de log-normalité des prix.
En revanche, le modéle de Black et Scholes peut étre étendu au cas ou les volatilités dépendent de fagon
déterministe du temps. Dans ce cas, il est facile de voir qu’il convient de remplacer le terme /T — t par

ftT 02(s).ds (qui est bien cohérent avec /T — t lorsque 02(s) = 0?).
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5.4 Options digitales

Les options digitales ou encore binaires désignent des options qui générent un flux fixe connue a ’avance
(par exemple 1 euro) si le sous-jacent est passé au-dessus d’un prix d’exercice. Concrétement, le flux d'un

call s’écrit :
1 siSr>K

0 sinon

et le flux contraire pour un put. Le prix théorique d’une telle option est facile & calculer. On peut utiliser
par exemple la formule d’évaluation qui donne le prix comme espérance du flux futur :

C,=e T B [1(Sy > K)]

avec la spécification du modeéle de Black et Scholes. En supposant qu’il n’y a pas de dividende, Ln St
suit une loi gaussienne conditionnellement a S; (et sous la mesure risque-neutre) :

Ln Sy (contionnellement a S¢) ~» N <(r - %(72) (T —t); o> (T — t))

Ceci implique donc que le prix théorique du call digital s’écrit :
Ct - e_T(T_t).N(dg)

avec toujours :

1 St 1
dy = ———.L —— | —=oVT —t
2 o1 —t " <K.6_TT_t)) 20

Les grecques (delta, gamma) sont également faciles & calculer pour un call binaire :

- e—r('l'—tj_N/(dz}
A - oSiVT—t
_ e 4, N'(dg)
r - GQSE(ZLft) :
Vega = —e_T(T_t).dl.(r.N/(dg)
o = r.Ci—1r.S;.A— %UQ.SE.F
et pour un put binaire :
o _e—r('l'—ll_N/Ed‘ J
A - oSiv/T—t :
_ e "0 4y N (dy)
r - 025?(7{—0 -
Vega = —e_T(T_t).dl.(r.N/(dg)
(C)] = r.C;—1r.S;.A— %UQ.S?.F

ou :

¥~ o ()

Contrairement aux valeurs de 'option standard, les grecques divergent quand ¢t — T et quand St est
proche de K, ce qui est logique dans la mesure ot le flux final est discontinu en le sous-jacent au voisinnage
de K.

Concrétement, cela implique qu'’il est difficile de construire un portefeuille delta-neutre & mesure qu’on
s’approche de la maturité, en particulier si le cours du sous-jacent varie aux alentours du prix d’exercice
K. Les fortes variations du delta implique que 'investisseur doit étre alternativement acheteur et vendeur
d’une grande quantité du sous-jacent pour garder une position delta-neutre, ce qui est a la fois cotiteux
et potentiellement risqué car trés sensible a de petites erreurs.
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S’agissant du gamma, celui-ci n’a pas un signe constant et peut prendre des valeurs soit négatives, soit
positives, selon le signe de d;. Le gamma est négatif lorsque :

Sy > K.e "(T=t) g3o®(T—t)

et donc une position delta-neutre est trés exposée a un fort mouvement du sous-jacent. Dans le cas
inverse, i.e. quand le sous-jacent est trés en-deca du prix d’exercice, alors le gamma est positif et la
position delta-neutre bénéficie des mouvements importants du sous-jacent.

Le vega n’a pas non plus de signe constant.

Enfin, il faut noter que les problémes de couverture de ces options - probléme qui est lié & la non continuité
du flux final - peuvent étre en partie contournés en remarquant qu’une option digitale peut étre approchée
par des options standards. Plus précisément, on a :

(Sp — (K +dK)" = (Sy — K)*

1(ST>K)2— K

pour dK petit, ce qui revient a dire gross-modo que la dérivée (au sens des distributions) de la fonction z+
est égale a la fonction de Heaviside 1 (z). Par conséquent, acheter une option digitale revient & acheter
et vendre simultanément deux calls standards de prix d’exercice voisins (en quantité Z=). Il est donc
envisageable de couvrir une option digitale par deux options standards et non par ’achat ou la vente du
sous-jacent. On parle alors de réplication statique (ou couverture statique).

5.5 Options barrieres

5.5.1 Définitions

Les options barriéres désignent une classe assez vaste de produits dont les calculs de prix sont trés
similaires. Il s’agit de produits dérivés dont les flux dépendent du fait que le sous-jacent a atteint, dépassé,
franchi une ou une plusieurs valeurs données (appelées barriéres) pendant la durée de vie de 'option. On
distingue ainsi :
— les options knock-out (KO) sont des options qui expirent dés que le sous-jacent atteint une limite
donnée;
— les options knock-in (KI) sont des options qui deviennent actives dés que le sous-jacent atteint une
limite donnée.
Par ailleurs, 'option est dite << up >> si la limite est supérieure & la valeur initiale du sous-jacent et <«
down >> dans le cas contraire. En croisant << up / down >> et << in / out »>>, on obtient par exemple
I’option suivante :

Down-and-out call de prix d’exercice K, de barriere H, de date d’échéance T =
option d’acheter le sous-jacent au prix K en T & condition que le sous-jacent ne passe jamais en dessous
de H (entre aujourd’hui et la date T).

On définit de méme les options up-and-out, down-and-in et up-and-in. Mathématiquement, le flux
d’une option down-and-out call en T s’écrit :
Sy —K)"1(r>T)
ou 7 est la date a laquelle la barriére est atteinte :
T=Min{t, 0<t<Ttel que Sy < H}

c’est-a-dire le premier instant ou le sous-jacent passe en dessous de la barriére. On peut aussi remarquer
que :
T>T <— Min Sy >H
0<t<T
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5.5.2  Calcul du prix

Si on s’intéresse a ’option d’achat down-and-out, le prix s’exprime, comme d’habitude, par :
C, =T E, [(ST —K)T1(r>T)

On voit tout de suite qu’il faut connaitre la loi jointe de (S7, 7). Dans le modéle de Black et Scholes, on
sait écrire explicitement la densité de ce couple de variables aléatoires. Il s’agit d’un résultat classique de
la théorie de mouvement Brownien :

Proposition 4 Soit Z; = p.t + Wy ot p est une constante réelle et (Wt)t un mouvement Brownien
standard, alors :

]. 7z‘)2
Prob Max Zy >HetZre(z,z+dz) | = oI T g,

0<t<T varT

On peut alors calculer les prix des différentes options & barriére. Les calculs sont un peu fastidieux mais
ne présentent pas de difficulté particuliére si on remarque que, par symétrie du mouvement Brownien,
(nt + W), et (u.t — Wy), ont les mémes lois. De méme, (—p.t + Ws), et (—p.t — W), ont les mémes lois,
ce qui permet de généraliser la proposition précédente avec Min Z; et donc de mener & bien tous les
calculs. Au total, on trouve :

— Up-and-out call :

— Down-and-out call (K > H) :

C, =S, [N (dy) — (sﬁ)H_ A=N <d8))}

— Up-and-out put (K < H) :

_1+2_5
Cy = Ke "I, [1 — N (dy) — (Sﬂ) ’ .N(d7)]

s, [1 — N (ds) - (sﬂ)H_ 'N(d(i)}
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— Down-and-out put :

Cy = K.e—m(T=1),

—
=
—
U
&
\
=
—
U
N
\
/
g
N~—
o
+
9 |t:;
—
=
—~
=8
A
S—
\
=
—~
IS8
Tt
S—
S—
[E——"

o B = = [Ln (5) 4 (r+ 30?) (T — 1)
dy = = (%) + (r—30%) (T 1)
ds = o= [In (%) + (r—30%) (T 1)
di = A= [Ln (%) + (r+30%) (T - 1)]
B = s (I () 30%) (T - )
G = s lIn () - (- 4o?) (T - 0]
dr = e [0 (S5) — (= 0 (T 1)
ds = o= [Ln (%) = (r+50%) (T 1)]

Les relations de parité in / out permettent de calculer les prix des options *-and-in & partir des prix
des options *-and-out. En effet, le flux terminal d’une option d’achat down-and-out s’écrit :

Sy —K)"1(r>T)

alors que celui d’une option down-and-in s’écrit (de méme prix d’exercice, de méme barraiére, de méme
date d’exercice) s’écrit :

(Sr—K)t.1(r<T)
Par conséquent, la somme de ces deux options génére un flux :
(Sr—K)*

c’est-a-dire le flux de 'option d’achat standard. On en déduit donc que le prix d’une option d’achat
*-and-in se déduit du prix de option d’achat de méme caractéristique *-and-out et du prix d’une option
d’achat standard.

Enfin, concernant les grecques, il faut remarquer que - assez logiquement - le delta est discontinu (et donc
le gamma diverge) quand S; est proche de la barriere H. Concrétement, cela implique qu'il est difficile
de construire un portefeuille delta-neutre au voisinnage de la barriére. Comme pour les options digitales,
on peut envisager une couverture statique & base d’options standards.

5.5.8 Autres options barriéres

Sans entrer dans le détail, il existe d’autres options du méme type, notamment les options double-barriéres.
Dans ce cas, le détenteur de I'option recevra un certain flux si le sous-jacent est resté dans une bande
donnée (un barriere-plafond et une barriére-plancher) pendant une période de temps donnée, ou alors
recevra une certaine somme chaque jour ou le sous-jacent fluctue dans cette bande etc.
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5.6 Options lookback

Les options looback utilisent les mémes résultats mathématiques que les options barriéres. Il s’agit d’op-
tions dépendant du maximum atteint par le cours du sous-jacent pendant une certaine période. Si My et
my désignent :

M; = Mazx Su
0<u<t
et :
my = Min Su
0<u<t

on peut définir plusieurs types d’options lookback & partir des flux :
ST — mr

ou :

My — St

ou encore :
max (Mr — K, 0)

Le calcul des prix se fait a partir des densités données précédemment. On obtient par exemple :

C;y = e_T(T_t).Et [ST — mT}

= S¢.N(dy) —mp.e 7T N(dg)

5 [ ) o0, (1) (a4 20

avec :

di = o [ (E)+ (r+ 50%) (T - 1)
b = = [ (&) + (= 10%) (T - 1)
et :
C. = e "IY.E [Mr — St
= —S,.N(=dy) + Mp.e """ N(—dy)
+St'g_j«~ |:N (dl) — e_T(T—t). (%{L)ﬁ N (dg _2r aTt):|
avec :

di = A= I (5) + (r+40) (T - )]
d = = ;_t. [Ln (%) +(T7%02).(T7t)}

5.7 Autres options

L’imagination des marchés étant sans limite, il existe bien d’autres actifs optionnels que nous n’abordons
pas ici. On peut citer :
— les options asiatiques qui délivrent 1’écart - s’il est positif - entre le cours moyen du sous-jacent et

un prix d’exercice, soit un flux du type :
1 n—1 +
(55 -x)
i=0
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ot les t; sont les dates sur lesquelles est fait le calcul de la moyenne des cours. Il faut remarquer que
la difficulté essentielle de ces options est d’ordre mathématique : les variables (Sy, ), sont log-normales
(dans le modele de Black et Scholes) alors que la log-normalité n’est pas conservée par sommation.
En clair, la moyenne arithmétique des cours du sous-jacent n’est pas log-normale mais a au contraire
une densité qu’il n’est pas possible d’expliciter. Il existe toutefois des formules quasi-explicites - au
prix de calculs trés lourds - pour ces options. En revanche, si on retient une moyenne géométrique
plutot qu’arithmétique, les calculs sont quasi-immeédiats.

— les options sur panier (basket option) sont des options qui délivrent 1’écart - s’il est positif - entre la
moyenne des prix d’un ensemble de sous-jacents (au jour de ’exercice) et un prix d’exercice, soit un

flux : N
<szs’§w — K)
i=1

ou les (S7), sont les cours des différents sous-jacents qui composent le panier et (w;); les poids
associés & chacun de ces sous-jacents dans le calcul du flux de 'option. Ici aussi, la loi de Y"1 | w;S%
n’a pas de forme explicite.

5.8 Options américaines

Les options considérées jusqu’a maintenant sont de nature européenne, i.e. dont ’exercice n’est possible
qu’a une certaine date fixe T. L’option est américaine lorsque ’exercice peut se faire a tout moment a
I'initiative du détenteur de 'option. La question essentielle est donc de déterminer & quel moment et sous
quelles conditions le détenteur de 'option a un intérét & exercer son option. Nous ne rentrons pas dans
les détails car la théorie sous-jacente est complexe.

En gros, le prix de l'option américaine (option d’achat standard) s’écrira :

R
0<r<T

ot le sup est pris sur tous les temps d’arrét. Un temps d’arrét est une fonction & valeur dans [0, 7] telle
que I'événement 7 = t est fonction de (S,),«,. En clair, on s’intéresse au cas ou le détenteur de 'option
ne peut exercer qu’en fonction des valeurs passées et courantes du sous-jacent et pas des valeurs futures
(ce qui parait logique) ni des valeurs d’autres variables.

Le prix de l'option américaine est par construction toujours supérieur ou égal au prix de ’option euro-
péenne : il est toujours plus intéressant d’avoir une option exercable & tout moment plutét qu’une option
exercable & une seule date précise. Néanmoins, dans certains cas, les deux prix - américain et européen
- coincident. Il y a égalité des deux prix si, & tout moment, le détenteur de 'option a intérét a attendre
plutot qu’a exercer :

— option d’achat sans dividende. Le prix de 'option européenne vérifie :

E, [e_T(T_t). (St — K)*} > 8 — K
En effet, 27 > 2 et donc :
Ey [0 (Sp — K)¥] 2 By [ (0. 57| — K.e~ (T
Or, E; [e7"".Sp] = S, d'ou :
E, [e_T(T_t). (Sp — K)*] > 8~ Ke " T0 > 5, — K

car v > 0. La valeur de I'option américaine est, & chaque instant ¢, supérieure a la valeur de l'option
européenne, elle-méme supérieure & la valeur S; — K, c’est-a-dire a la valeur recue si on décide
d’exercer en t. Par conséquent, le détenteur de 'option - s’il est rationnel - préfére toujours attendre
et donc n’exerce qu’en T : options américaine et européenne sont équivalentes. Il est facile de voir
que ce raisonnement ne tient plus dés qu’il existe un taux de dividende non nul (et positif) : le prix
de l'option américaine est alors strictement supérieur au prix de 'option européenne.
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— option de vente. Dans ce cas, qu’il y ait ou non des dividendes, le prix de I'option américaine est
strictement supérieur au prix de l'option européenne.

Il existe, comme pour les options européennes, une vision analytique du prix a partir d’une équation aux
dérivées partielles. Le prix de 'option américaine est la solution du programme suivant (dans le modele
de Black et Scholes) :

agem 1 82Cam agem

1 2 @2
o +2 952 .5 +r.S. 55

— .09 <0 (5.1)

sous les contraintes :
C™ (t,S¢) > flux(t,St) pour tout t < T

Cam (T, ST) = flu:zc(T, ST)
ou flux(t,S) est le flux en cas d’exercice, donc par exemple (S; — K)™ pour une option d’achat standard.
De plus, il y a égalité dans ’équation (5.1) si la contrainte C*™ (t,S;) > flux(t,St) est stricte. En clair,

tant que l'exercice n’est pas intéressant (i.e. C*™ (¢, 5;) > fluxz(t, Sy)) le prix suit 'équation aux dérivées
partielles habituelle.

+

En particulier, on voit que dans le cas de 'option d’achat sans dividende, la fonction C**"(t, S;) donnant
le prix de 'option d’achat européenne vérifie ce programme et, par unicité de la solution, on retrouve
que les deux prix coincident. Plus généralement, les deux prix sont égaux dés que le prix de 'option
européenne vérifie la contrainte :

Ce" (t,S¢) > fluxz(t,Sy) pour tout ¢t < T
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6

Prix zéro-coupon, taux d’intérét, prix Forward, prix
Futures : notations et concepts.

6.1 Généralités

Ce chapitre a pour but essentiel de préciser les bases de mathématiques financiéres indispensables a
la bonne compréhension des modeles de structure des taux : taux zéro-coupon, taux & terme, notion
d’actualisation, ...

Toutes les opérations financiéres peuvent s’analyser comme des échanges intertemporels de richesse. Un
emprunt aujourd’hui est en fait une vente de euros futurs; le produit de cette vente constitue le capital
emprunté et I’échéancier de remboursements de cet emprunt représente le “bien” vendu. Les opérations
de prét s’analysent de facon symétrique. L’achat et la vente d’un titre d’obligation peuvent de la méme
fagon se représenter comme des échanges entre euros d’aujourd’hui et euros futurs.

Tout revient donc & évaluer le prix, exprimé en euros d’aujourd’hui, d’1 euro livré a une date future, et a
modéliser comment ce prix va varier au cours du temps. Pour toutes sortes de raison, la valeur aujourd’hui
d’1 euro futur n’est pas égale & 1 euro :

— un individu n’accorde pas la méme utilité au versement immédiat d’1 euro ou au versement futur
(méme certain) d’1 euro. En effet un pouvoir d’achat d’1 euro aujourd’hui permet de disposer de
biens physiques dés aujourd’hui.

— le versement futur lui-méme peut étre assorti d’un risque dans la mesure otu, par exemple, il peut
étre conditionnel & la réalisation d’un événement : absence de faillite, absence de versement retardé
ou anticipé...

L’objet d’'un cours de mathématiques financiéres est de se se concentrer d’abord sur la premiére cause
énoncée ci-dessus, c’est-a-dire a I'effet temps, puis de voir dans quelle mesure on peut intégrer ’effet risque.
Il est clair que cette seconde cause nécessite un cadre plus large puisqu’elle implique la modélisation
du risque lui-méme : recherche des causes économiques du risque, modélisation économétrique de la
défaillance, du remboursement anticipé...

Le but de ces notes est alors d’introduire trois problémes fondamentaux et d’esquisser les solutions
proposées pour les résoudre. Ces 3 problémes sont :

— évaluer les prix aujourd’hui des euros futurs. De facon équivalente, il s’agit de déduire des prix
d’obligations constatés sur le marché une structure des prix zéro-coupon. Ce probléme, lorsqu’il peut
étre résolu doit permettre de donner un prix théorique a chaque obligation ;

— comprendre la dynamique des prix zéro-coupon, rechercher les facteurs communs aux variations de
prix afin d’élaborer des stratégies de couverture ;

— enfin il est nécessaire de pouvoir donner un prix a des actifs complexes tels les options, les contrats
a terme... pour lesquels les flux générés sont aléatoires et dépendent de la structure des taux (et ses
évolutions).
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6.2 Opérations au comptant

Nous nous intéressons ici aux opérations au comptant, c’est-a-dire celles qui sont associées a une livraison
immeédiate de titres. Nous distinguerons les notations du temps discret et du temps continu lorsqu’elles
difféerent I'une de l'autre. Bien que les modeéles d’évaluation d’actifs financiers se placent d’emblée dans
un cadre continu, il est souhaitable toutefois de bien comprendre les différents concepts lorsque le temps
est supposé discret. On commence par intoduire les titres nommés titres zéro-coupon.

6.2.1 Définitions

Définition 3 Un zéro-coupon d’échéance T est un titre qui donne droit a 1 euro & la date T

Ces actifs apparaissent naturellement & la lecture de l'introduction de ce chapitre ou les opérations
financiéres ne sont que des échanges intertemporels de richesse. Les zéro-coupons constituent en quelque
sorte une base canonique (au sens algébrique) de l'espace des actifs & revenus fixes (i.e : les actifs tels que
les obligations, dont les flux futurs sont non aléatoires). Malheureusement, méme si d’un point de vue
conceptuel ils paraitront vite indispensables, en pratique il en existe rarement. Cependant depuis mai
1991, le Trésor francais a autorisé le démembrement des Obligations Assimilables du Trésor (O.A.T).1
Le principe du démembrement est de créer, a partir d’'une obligation classique & coupon, autant de
titres qu’il y a de coupons (plus un titre correspondant au versement in-fine du capital), ces titres étant
alors identifiables directement & des titres zéro-coupon. Toutefois & ce jour, le marché n’est pas encore
suffisamment liquide pour avoir pleine confiance dans ces prix zéro-coupon.

Définition 4 Le facteur d’actualisation a la date t pour la date T est le priz d’un zéro-coupon de la date
t d’échéance T. Il sera noté B(t,T). La courbe d’actualisation est la courbe :

T-t— B(t,T)

Il est important de se fixer une bonne fois pour toute des notations, sachant que les différents articles
parus dans la littérature ont introduit des notations assez incohérentes entre elles. Ici ¢ et T sont des
dates; en particulier T' est une date d’échéance et non une maturité (i.e : une durée).

Il reste & montrer que ces prix zéro-coupon peuvent étre définis sans ambiguité dans la mesure ol ce ne
sont pas des prix de titres existant sur le marché. Cette démonstration repose sur les deux notions de
base de la finance : complétude des marchés et absence d’opportunité d’arbitrage.

6.2.2 Justifications théoriques dans le cas discret

On se place sur un marché de titres a revenus fixes sur les dates 0,1...T, et on suppose disposer d’un
ensemble de n titres générant les flux suivants :

(k)

(k)
ay’, ..., ap

Rappelons que ces flux sont non aléatoires et connus a la date 0. Nous allons exposer les conditions qui
permettent de définir sans ambiguité les différents prix :

B0,t), t=1,...T

Notons enfin M (dite matrice de marché) dont les colonnes donnent les flux générés par les différents
titres existant :

©)

o (n)

aj
.1 .n
W g

'nitialement, il s’agissait de PO.A.T 8,5 % 2019. Plus récemment, les OAT 2008 et 2023 ont fait 'objet d’un démem-
brement.
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et p le vecteur des prix de marchés a la date O :

La condition énoncée ci-aprés impose ’absence d’opportunité d’arbitrage, c’est-a-dire 'impossibilité de
constituer des portefeuilles de cotit négatif ou nul, générant des flux (toujours) positifs ou nuls.

Hypothése : Absence d’opportunité d’arbitrage (A.O.A statique)
LYXeR", MA>0 —=pA>0
2.V AeR, MA>0, Tko, (M Ng, >0 = p' A>0

ot la notion M.\ > 0 signifie que toutes les composantes du vecteur M.\ sont positives ou nulles et o
la k'®™¢ composante de ce vecteur est notée par ailleurs (M.\)y.

Ces deux conditions imposent donc qu'un portefeuille dont les flux futurs sont positifs (resp. positifs et
dont 'un au moins est strictement positif) est de prix positif (resp. strictement positif). Les composants
de A sont positives ou négatives selon que les différents titres sont achetés ou vendus. On conviendra que
At > 0 (resp. A\ < 0) implique que le k*™¢ titre est acheté (resp. vendu). De fait, on autorise donc les
ventes a découvert sans contraintes d’endettement. Moyennant toutes ces hypothéses, le lemme de Farkas
permet de conclure et de donner le prix d’un zéro-coupon sans ambiguité :

Proposition 5

VAL o Ay VE=1,.,T, S0 aP A >0 = S7_ p®) A >0

- k
= Hay ey U pOSZthS, Vk= 17" Zt 1/‘l’t ( )

La premiére proposition est exactement la premiére condition de I’hypothése d’absence d’arbitrage et les
...ty sont donc les facteurs d’actualisation : p, = B(0,?).

La formule p(*) = ZtT:1 utagk) est en fait la formule d’actualisation, c’est-a-dire 1’égalité qui donne le
prix du titre & aujourd’hui comme la somme des flux futurs générés par le titre pondérés par les facteurs

d’actualisation :

T

pR) = Z B(0, t).aik)

t=1

L’existence étant acquise, 'unicité résulte de la condition de complétude du marché :

Hypotheése : Complétude (statique)
Le rang de la matrice M est égal AT : rgM =T.

Cette hypothése signifie qu'il existe autant d’actifs indépendants que de dates. Ceci implique donc que
les n conditions :

T
p® =3"a"B(0,T)
t=1

définissent un unique T-uplet (B(0,1),..., B(0,T)), et qu’on peut reconstituer les zéro-coupons comme
combinaison linéaire des titres existant sur le marché. En ce sens, (B(0,1), ..., B(0,T)) est une base de
I’espace des titres. Comme un zéro-coupon d’échéance t est reconstituable, il devient un portefeuille
particulier, auquel on peut appliquer la seconde condition de I’hypothése d’AOA pour en déduire :

B(0,t) >0, Vt=1.T

Ces quelques justifications théoriques permettront de définir de facon non ambigue la courbe d’actuali-
sation & partir des hypothéses d’AOA et de complétude.
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On retrouvera ce type de raisonnement fondé sur I’absence d’opportunité d’arbitrage et la complétude
quand il s’agira de définir non plus le prix du temps (ie : le prix d’un titre zéro-coupon) mais le prix du
risque (ie : le prix d’un titre qui délivre 1 euro si un certain évenement se réalise).

6.2.3 Les tauzr d’intérét

Les justifications théoriques qui précédent utilisent assez naturellement les prix zéro-coupon. On peut
a partir de ces prix définir n’importe quelle variable dérivée. La pratique conduit & introduire des taux
d’intérét représentatifs de ces prix.

Temps discret
Définition 5 Le tauz actuariel a la date t pour la date T, r(t,T), est défini par :

1

D e

Le tauz in-fine, r;(t,T), est défini par :

1

B(t,T) =17 (T —t)r(t,T)

Le taux pré-compté ryp(t,T) est défini par :

B(t,T) =1— (T — t)rp(t,T)

On pourrait définir une multitude d’autres taux ; 'important est de voir que 'unification de ces différentes
notions passent par les prix zéro-coupon. En général, le taux utilisé résulte d’une pratique de marché.
Selon le marché sur lequel on travaille, on raisonnera plutot en terme de taux in-fine, taux précompté
ou encore taux actuariel. Enfin, les définitions précédentes sont elles-méme compliquées par 'unité de
temps utilisée, c’est-a-dire suivant qu’on compte en jour ou non et selon le nombre de jours adopté
conventionnellement pour I’année. Lorsque nous aurons a utiliser une notion de taux d’intérét, nous
utiliserons systématiquement les taux actuariels.

Temps continu
On définit équivalent des taux actuariels r(¢,T) par :

Définition 6 Le tauz comptant continu pour la période [t,T| est défini et noté par :

1

ou : B(t,T) _ exp—(T—t)Y(t,T)

On définit également le taux instantané :
Définition 7 Le taux court instantané est égal a :

dLn B(t,T)

ry = ilplglt Y(t,Y)=— T

TNt

Enfin, que le temps soit discret ou continu, on parlera de courbe des taux :

Définition 8 La courbe des taux zéro-coupon est la courbe :

T—t—rtT) ouY(t,T)
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6.3 Opérations a terme

Les opérations & terme nécessitent de compléter les notations précédentes. En effet, B(¢,T) désignait le
prix a la date t qu’il faut payer pour obtenir un zéro-coupon d’échéance T'. Les opérations a terme exigent
I'introduction d’une troisiéme date. On peut définir ainsi le prix décidé aujourd’hui (date 0), & payer en
t pour acheter un bien donné (ici un zéro-coupon).

6.3.1 Définitions

Définition 9 On appelle priz & terme en 0 pour la période [t,T] le priz décidé en date 0 et payé en t
d’un zéro-coupon livré & la date t d’échéance T'. Il sera noté :

BY(0,t,T)

(f pour forward).

Partant de cette définition, on peut introduire tous les taux imaginables sur le modele du paragraphe
précédent. Ici encore la notion de taux actuariel sera privilégiée. Lorsque le temps est continu, on pose :

Définition 10 Le tauz a terme continu en 0 pour la période [t,T| est défini et noté par :

1
Y7/ (0,t,T) = ———Ln B/(0,t,T)
T—t
ou

BY(0,t,T) = exp — (T —t) Y¥(0,t,T)

Enfin on peut définir les taux a terme instantanés :

Définition 11 Le taux a terme instantané a la date O est défini par :

£0.1) = Jim Y7 (2.Y)

soit encore :

B(0,t) = exp — /Ot £(0,s)ds

Le taux a terme instantané f(0,t) est Panalogue du taux court instantané au sens o, si la dynamique
des taux était déterministe (i.e : tous les taux futurs sont connus dés aujourd’hui), alors on aurait
nécessairement par absence d’opportunités d’arbitrage f(0,t) = ry.

6.3.2  Arbitrage comptant-terme

Il est facile de voir que sur un plan théorique les marchés a terme sont redondants au sens ou toute
opération a terme peut étre répliquée par des opérations au comptant. Par exemple, si on veut reconstituer
aujourd’hui (date 0) une opération a terme pour la période [t,T], on construit le portefeuille composé
d’un zéro-coupon d’échéance T et de —\ zéro-coupons d’échéance t; ce portefeuille a un prix :

B(0,T) — AB(0,1)

-\ en t
1 en T
Prenant \ = ]f%(%f) , on constitue aujourd’hui une opération dans laquelle on obtient un paiement d’1

euro en date T' au prix payé en t de ]]33((%5)). Ainsi, §’il existe un marché au comptant et un marché a

et géneére les flux :

terme, la condition d’absence d’opportunité d’arbitrage implique :>

2Les macro-économistes parlent de Parité Couverte des Taux d’Intérét.
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_ B(0,T)
B(0,t,T) = BO.D)

qui, en terme de taux (discrets), s’exprime sous une forme plus connue :

r—t  [1+7(0,T)"
[1+770,t,T)] = T

ou encore :

[1+70,1)" = [1+ 70,0 [1++(0,6,7)] "

En pratique il existe un marché au comptant et un marché a terme pour les raisons suivantes :
— absence de zéro-coupons pour toutes les dates d’échéance rendant impossible la réplication de cer-
taines opérations & terme.
— présence de coiit de transaction empéchant la réplication parfaite des opérations a terme & partir des
opérations au comptant.
Dans ce cas, deux notions de prix a terme co-existent :
— le prix a terme implicite tel qu’il se dégage de la formule :

B(0,t,T) = %

— le prix a terme constaté sur le marché.
Si aucun arbitrage n’est toléré, ces deux prix doivent étre égaux, au moins dans les cas ot 'opération a
terme est parfaitement réplicable par deux opérations au comptant suivant le mécanisme décrit précé-
demment. Ce type d’arbitrage lorsqu’il existe s’appelle un arbitrage comptant-terme (ou cash and carry).

Dauns le cas normal ou il n’a pas d’opportunités d’arbitrage, les taux a terme instantanés f(0,t) ont une
expression simple en fonction de la courbe des taux comptant :

1
— lim — f
. 1
= lim —7—[Ln B(0,T) — Ln B(0.1)]
__dLn B(0,)
B dt

qu’on peut encore écrire :
t
B(0,t) = exp —/ £(0,s)ds
0

Il faut alors remarquer que ce résultat implique que la notion de courbe des taux & la date ¢ peut étre
définie de facon équivalente par la donnée de I'une des trois courbes suivantes :

B(t,T), T >t, B(t,t)=1
f,T), T >t,

Y(t,T), T >t

6.3.3 Distinction Forward/Future

Il apparait nécessaire de faire cette distinction dans la mesure ot les opérations & terme telles qu’elles
sont pratiquées sur un marché a terme (tel que la MATIF) ne sont pas en général de celles décrites dans
le paragraphe précédent. On distingue en fait les deux types d’opérations suivantes :
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— Opérations Forward : Elles sont conformes aux opérations décrites au paragraphe précédent. Sché-
matiquement, 2 parties A et B concluent un contrat forward lorsque 'une des parties (par exemple
A) assume l'obligation d’acheter une quantité fixée de titres & un prix convenu a 'avance (dit prix
du contrat) et a une date également fixée (dite échéance du contrat). On dit alors que A (resp. B) a
une position longue (resp. courte). Aucun paiement ni livraison de titres n’ont lieu entre la date de
conclusion et la date d’échéance du contrat. Lorsque le titre a livrer est un zéro-coupon d’échéance
T et que la date d’échéance du contrat est ¢, alors le prix du contrat, c’est-a-dire le prix convenu a
I'avance pour le titre & livrer en ¢, n’est rien d’autre que Bf(0,¢,T). A la date initiale, le prix d'un
contrat & terme est, par construction, nul. En revanche, par la suite, I’engagement d’acheter (ou de
vendre) en t le titre zéro-coupon d’échéance T au prix Bf(0,¢,T) n’a plus en général une valeur
nulle.

— Opérations Futures : Elles sont en partie semblables aux opérations Forward dans la mesure ou
sont fixées, & la conclusion du contrat, une date d’échéance du contrat, une quantité fixée de titres
et un prix convenu pour ces titres a la date d’échéance. En revanche, apparait entre les 2 parties A
et B une chambre de compensation par laquelle vont transiter des flux entre A et B pendant toute
la période séparant la date de mise en place du contrat et la date d’échéance. Ces flux correspondent
aux variations du prix du contrat, c’est-a-dire du prix a terme des titres a livrer a la date d’échéance.
De plus, a tout moment, le contrat peut étre dénoué par une position inverse.

Considérons a titre d’exemple le cas d’un titre zéro-coupon d’échéance T & livrer en ¢ (i.e : date d’échéance
du contrat). L’achat d’un contrat future portant sur ce titre, & la date 0, au priz noté B (0,t,T) (appelé
prix du contrat a la date 0), provoque les flux suivants :
— dépot de garantie : «BF(0,¢,T)
— appels de marge :
BY(1,¢,T) — BY¥(0,¢,T)

BY(r,t,T) — BF (r — 1,t,7T)

Les appels de marge permettent a tout moment d’étre “en phase” avec le marché (i.e : la position est
dite marked to market) et de limiter ainsi les risques de défaut le jour de la livraison. En pratique, les
contrats ne vont pas forcément a leur terme convenu (ici ¢), mais sont rachetés ou revendus avant ¢. Ceci
signifie simplement que ’on fait le solde de I'opération en sommant les versements, soit & la date 7 :

B (r,t,T) — B¥(0,t,T).

Si 'opération est menée a son terme, ’acheteur du contrat recoit :
— la somme des appels de marge :
BY(t,t,T) — B¥(0,t,T)

— la livraison d’un zéro-coupon d’échéance T au prix BF (¢,t,T) avec, évidemment :
B(t,T) = B¥(t,t,T)

soit au total : —BF(0,t,T) c’est-a-dire la livraison d'un titre zéro-coupon d’échéance T au prix
BY(0,t,T).
En ce sens, une opération Future est trés semblable & une opération Forward a la différence prés que les
versements ont lieu pendant toute la période [0,t] et non uniquement en ¢, et c’est la raison pour laquelle
on a en général :
BF(0,t,T) # BY(0,t,T)
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6.4 Annexe 1 : Différence entre prix forward et prix future

(Cox, Ingersoll et Ross (1981), Duffie (1989))
Nous illustrons ici la différence qui existe entre prix forward et prix future et montrons que , dans un
contexte de taux déterministes, les deux prix sont égaux. Ce résultat est le fruit des trois propositions
suivantes (seule la derniére dépend de 'hypothése de taux déterministes).

6.4.1 Résultat 1

On peut trouver une stratégie telle qu’en investissant Bf(O,t,T) a la date 0, on puisse

recevoir : g,((%’:g)) a la date t.

Preuve. On effectue simultanément les deux opérations suivantes en 0 :
— Achat de titres zéro-coupon d’échéance t pour une valeur de B7(0,¢,T). L’opération conduit au
B/ (0,t,T)
versement de B & la date ¢.
— Achat de ﬁ contrat forward au prix Bf(0,¢,T). C’est donc 'engagement de payer %%l ent
pour recevoir (en t) ﬁ unité d’un zéro-coupon d’échéance T

Le total de ces deux opérations (et la revente des ﬁ titres zéro-coupon d’échéance T') aboutit & :

B/(0,t,T) B/(0,t,T) B(t,T)
B(0,t)  B(0,t) B(0,1)

soit :
B(t.T)

B(0,1)

6.4.2 Résultat 2

On peut trouver une stratégie telle qu’en investissant B (0,¢,7T) 4 la date 0 on puisse recevoir
ala date ¢ :
B(t,T).5(0,1)

ou :

8(0,t) = (f[ Bk, k+ 1))
k=0

Preuve. On effectue les opérations suivantes :
— Placement de B (0,t,T) en zéro-coupon d’échéance 1, puis replacement en zéro-coupon d’échéance
2, etc. Le produit a la date ¢ est égal a :

1 1 1

BF(O’t’T)'B(o,U'B(1,2)“'B(t—1,t)

soit :
BF(0,t,7).5(0,1)
— Achat de ﬁ contrat Future & la date 0 et revente a la date 1, soit un profit (positif ou négatif)

de :
1

B(0,1)
réinvestit & chaque période en zéro-coupon de maturité 1 (comme dans 'opération précédente), soit
ent:

[BF(1,t,T) — B"(0,1,T)]

1 1
B(0,1) " B(t —1,t)

Achat de m contrat a la date 1 et revente & la date 2, soit un profit :

(BF(1,¢,T) — BF(0,t,17)).

1

Bopay (B34 - BT
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réinvestit comme précédemment,
etc.
Au total de cette opération, on obtient :

[BF(t,t,T) — B¥(0,t,T)] .53(0,t)
soit :
[B(t,T) — B¥(0,t,T)] .6(0,1)

Le total des 2 opérations donne enfin :

B(t,T).6(0,t)

0.4.3 Résultat 3

Dans un contexte de taux déterministes,

B(0,t) = (8(0,1))~"

Preuve. C’est une conséquence de ’absence d’opportunité d’arbitrage entre les 2 stratégies :
— investissement d’1 euro en zéro-coupon d’échéance t, soit un flux de m en t.
— investissement d’1 euro en zéro-coupon d’échéance 1, puis réinvestissement en zéro-coupon d’échéance
2, etc., soit un flux de B(0,t) en t.
Les 2 stratégies sont sans risque puisque les taux sont connus a la date 0, nécessitent le méme inves-
tissement initial et conduisent donc au méme flux. L’addition de ces 3 résultats conduit donc a 1’égalité

recherchée.
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6.5 Annexe 2 : Contrat euribor

Les spécifications du contrat Future euribor 3 mois.

Contract

2-MONTH EURIBOR FUTURE
{EST)

Exercise style

Underlying instrument

3 manth Euribor: Eurcpean Interbank
Offered Rate on 3-month deposits,
calculated by the Banking Federation
af the Eurcpean Unian (FEBE)

Trading unit

1 000 000 £

Strike prices

Price quotation

The index gquated 1a the 3rd decmal
poinl. cormesponding o 100 minus
the 3-manth Euribor

Minimum price
flustuation (tisk)

A 0.2 of & basis point, equivalent to 5 €

Contract cycles

2 manthly and 20 successive quarterty
cantfract cycles out of:

March (H}, Jurne (M), Saptember {U),
December {£)

Last trading day

The 2nd trading day preceding the
third Wednesday of the contract
micnth at 11:00 a.m.

First trading day

18l trading day following the closing of
a contract month

Settlement

Cash setflfernent. The closing
sethemenl prce egual 1o 100 mines
the 3-month Euribor, published on the
last trading day, rounded off o the tick

Trading hours

MNSC

Pre-opening : 7 :45am— 8:00am
Bession : B:00am — 10 :00 p.m
Settlement day changeawer: 5:00 p.m
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7

Interpolation et analyse factorielle de la structure des
taux.

7.1 Introduction

Apreés avoir défini les principales notions relatives a la structure des taux, il devient nécessaire de pouvoir
déterminer numériquement ces diverses quantités (prix zéro-coupon, taux...). Or, pratiquement, il n’existe
pas ou quasiment pas de titres zéro-coupon pour des maturités supérieures a un an (voir chapitre I). Les
prix zéro-coupon sont donc des variables latentes, inobservables directement sur un marché financier. 11
faut donc, & partir des prix des actifs observés sur le marché, (c’est-a-dire les obligations portant un
coupon, ou d’autres actifs comme les swaps) déduire la structure des taux zéro-coupon. On ne peut
malheureusement pas se passer de cette étape car la connaissance de ces prix zéro-coupon est, comme
nous 'avons déja dit, fondamentale pour traiter ’ensemble des problémes qui peuvent se poser, comme
I'évaluation d’un ensemble de flux futurs (certains). De plus, les modeéles d’évaluation que nous étudierons
dans les chapitres suivants sont construits & partir de ces prix zéro-coupon, puisqu’a partir de ceux-ci on
peut reconstituer toute obligation avec coupons.

Nous avons vu au chapitre I qu’au moins en théorie, les prix des zéro-coupon doivent pouvoir étre recons-
titués sans difficulté a partir des prix d’obligations, puisque ces derniers ne sont que des combinaisons
linéaires des premiers. Malheureusement la pratique pose de nombreux problémes techniques liés au tres
grand nombre de prix zéro-coupon qu’il est nécessaire d’estimer. L’approche habituelle cherche & interpo-
ler ces prix par une famille de fonctions. Se pose alors la question du choix de la famille d’interpolation.
On peut penser, dans un premier temps, développer un modeéle satisfaisant de bonnes propriétés écono-
miques (comme ’absence d’opportunités d’arbitrage) afin d’en déduire une famille naturelle de fonctions
pour les prix zéro-coupon. Nous verrons dans les chapitres qui suivent qu'une telle approche est possible
mais conduit & des procédures d’estimation lourdes. Si I’objectif est d’obtenir rapidement une courbe des
taux, on peut préférer une approche plus pragmatique et choisir d’emblée une famille simple de fonctions
d’interpolation (comme, par exemple, des polynomes). C’est ce point de vue que nous privilégierons dans
ce chapitre, mais il ne faut jamais oublier son caractére ad-hoc et le fait que la courbe des taux ainsi
reconstituée peut ne pas étre compatible avec un modéle économique cohérent.

Le deuxiéme point que nous souléverons dans ce chapitre est lui aussi trés pragmatique. Il est relatif & une
littérature dont I’ambition est de déterminer combien d’aléa gouvernent les mouvements de la structure
des taux. En effet, I’observation date par date des déformations de la structure des taux ameéne a penser
que les taux de différentes maturités ne varient pas indépendemment les uns des autres. On décompose
ainsi les déformations de la structure des taux en plusieurs déformations élémentaires :

— un mouvement du niveau général des taux,

— une modification de la pente de la structure des taux,

— une modification de la courbure de la structure des taux,

— ete.
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Les implications pratiques de ce genre de décomposition (si elle est justifiée empiriquement) sont impor-
tantes puisqu’elles donnent des stratégies d’immunisation contre chacune des déformations-types évoquées
ci-dessus. Par ailleurs, lorsque des modeéles théoriques auront été proposés dans les chapitres ultérieurs,
il sera intéressant de réinterpréter ces décompositions en aléa élémentaires communs a la lumiére de ces
modeles.

En résumé, ce chapitre a un but essentiellement descriptif (et non pas explicatif) aussi bien sur la recons-
titution de la courbe des taux que sur les déformations de celle-ci au cours du temps.

7.2 Les méthodes d’interpolation

Ces méthodes sont nombreuses et conduisent & des résultats qui peuvent étre assez différents; elles ont
le point commun d’étre trés pragmatiques dans la mesure ou elles ne sont pas fondées sur un modeéle
théorique de la structure des taux. D’un point de vue mathématique, il s’agit simplement de reconstituer
une courbe compléte a partir de la donnée d’un nombre fini de points de cette courbe, d’ou le nom
d’interpolation. Nous commencons par rappeler les notations et le point de départ de la modélisation.

7.2.1 Notations

La courbe des prix zéro-coupon a la date ¢t a déja été introduite au chapitre 1 comme la courbe :
0 — B(t, t+0) (7.1)

On a vu que cette courbe était parfaitement équivalente & la donnée de la courbe des taux (zéro-coupon)
définie par :
Y(t,t+6) en temps continu
0 — (7.2)
r(t,t+6) en temps discret

La deuxiéme fagon équivalente de se donner la structure des taux consiste & utiliser les taux a terme
(implicites). Par exemple, dans le cas discret, nous avons défini le prix & terme implicite calculé en ¢t pour
la période [t + 6,t 4+ 6 + 1] par :

B(t,t+6+1)

Bi(t,t+0,t+0+1)= BT 0)

et le taux correspondant par :

1

f _
Bitt+6.t+6+1)= L+rf(t,t+0,t+6041)

Ainsi la courbe d’actualisation a la date t peut étre donnée par :

6—1
0 — B(t,t+0) =[] B/(t,t +k,t +k+1)
k=0
et donc est équivalente & la courbe :
0 — BI(t,t +0,t+6+1) (7.3)

Les formes (7.1), (7.2) ou (7.3) sont donc parfaitement équivalentes, et on peut choisir de modéliser
I'une de ces trois formes. Cependant, les prix d’obligations s’écrivent linéairement en les prix zéro-coupon
puisque, pour une obligation de prix P; a la date ¢, et générant les flux futurs (certains) (ag)y~,, on a :

P,=Y ap.B(t,t+0) (7.4)

0>1
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soit :
ag
Pi=3 0
= [1+r(tt+0)]
ou encore, si Y (¢,t + 6) désigne le taux continu

P, = Zao-e_a'y(t’t+0)
6>1

Pratiquement, la linéarité de la formule (7.4) donnant le prix des obligations a partir de la courbe
d’actualisation conduit & privilégier 'interpolation de la courbe des prix ( 7.1).

7.2.2 La modélisation

En théorie, pour peu que 'on dispose de suffisamment d’obligations, on doit pouvoir déduire les prix
B(t,t+0) en résolvant un systéme linéaire composé d’équations du type (7.4). Malheureusement, certains
problémes techniques apparaissent. En effet, les obligations ne détachent pas leur coupon aux mémes dates
dans année et ceci multiplie le nombre de prix zéro-coupon qu’il est nécessaire d’estimer, réduisant
d’autant leur précision. De plus, la matrice des flux générés par un panier d’obligations contient alors
beaucoup de zéros et est souvent proche (du point de vue numérique) de la singularité. De fait, la
résolution d’un systéme linéaire conduit a des valeurs trés instables numériquement. Enfin, on ne pourra
jamais identifier B(t,t + 6) si aucune obligation ne détache un coupon en en ¢ + 6.

Pour cette raison, on impose aux courbes § — B(t,t + ) admissibles d’appartenir & un ensemble
particulier de courbes. Ainsi on les approchera par des familles de courbes paramétrées par un parameétre
ay tel que :

B(t.t +6) = g (6;0) (7.5)

ol g est une fonction connue.

L’estimation des B(t,t+6) se raméne a I’estimation d’un parameétre o de taille raisonnable, bien inférieure
a la donnée de tous les B(t,t 4 ). L’estimation se fait alors pour une dat edonnée ¢ sur un panier de n
obligations. L’équation (7.4) permet alors d’écrire :

Pl = 2021 ag.g(0; o)

pro= 2021 ag.g(0; o)

Il est naturel d’introduire dans la modélisation statistique 'idée que la formule (7.4) n’est que théorique.
Nous avons en effet vu au chapitre 1 que la formule d’actualisation (7.4) résultait d’une hypothése
d’absence d’opportunité d’arbitrage. Or, le prix réel de marché peut s’écarter de ce prix théorique donné
par (7.4), notamment parce que les titres ne sont pas traités en continu et que donc des arbitrages peuvent
exister momentanément. Par ailleurs, les prix utilisés correspondent a des moyennes de prix relevés lors
de transactions et sont donc d’autant plus précis que les titres correspondant sont plus liquides. Pour
toutes ces raisons, il est naturel d’introduire un aléa conduisant au modéle statistique suivant :

Pl = Zaég(@; o) tep t=1.mn (7.6)
0>1

avec E(ey /Fi—1) = 0 ou F_1 désigne l'information passée (en l'occurrence les valeurs passées des
prix des titres d’obligation). On a donc affaire & un modele de régression non linéaire, possiblement
hétéroscédastique. Cette hétéroscédasticité pourra étre reliée aux caractéristiques du titre i (fiscalité
particuliere, liquidité...). En revanche, on ne supposera pas en général que deux prix peuvent étre corrélés
conditionnellement & F;_1 ; on supposera donc :

Cov(ei;ejr | Fi—1) = 0 pour i # j

Les approches exposées dans la littérature different par :
— par la famille de fonctions g utilisées,
— par la forme de la variance V(ey / Fi—1),
— la méthode d’estimation.
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7.2.3  Principes d’estimation

Nous rappelons ici briévement les méthodes de 1’économétrie disponibles pour traiter I’estimation du
modele (7.6). Compte tenu de la remarque précédente, il est en général difficile de postuler une loi pour
les perturbations (g4);, ce qui rendrait possible I'utilisation du maximum de vraisemblance. On peut
toutefois proposer des estimations convergentes (quand n tend vers +o00) du parameétre oy sans avoir a
postuler une loi pour (&),

Proposition 6 Proposition 7 (Estimation fondée sur le premier moment). L’estimateur des moindres
carrés mon linéaires obtenu par le programme :

Min " [Pl — > 6>1 agg(6; o )? (7.7)
Qg

est convergent quand n tend vers 4+00.

On ne tient donc pas compte de I’hétéroscédasticité. Si on souhaite en tenir compte par exemple sous la
forme :

E(ed, | Fio1, Xur) = h(Xu; By) et E(ei/Fi1,Xur) =0

ot X;; est un vecteur de variables explicatives (exogénes) de cette hétéroscédasticité, on a alors le résultat
suivant :

Proposition 8 (Estimation fondée sur les 2 premiers moments). L’estimation du pseudo-mazimum de
vraisemblance obtenu par le programme :

(P[£72021 apg(Bsa))”
R(XoB,) (7.8)

Max -7 anh(Xit;ﬂt)qL%

i=132
g, ﬁt
est convergent et asymptotiquement normal quand n — +0c0.
On peut donc faire comme si les (&), suivaient (conditionnellement & X;; et & F;_1) des lois gaussiennes
méme si tel n’est pas le cas. Il faut noter qu’un critére de moindres-carrés du type :

i o WUNE
Min Y, B Zh"(}],-,t,%g[()e’ !

ataﬁt

conduit & des estimateurs non convergents.

7.2.4  Les principales familles de fonctions d’interpolation

Il s’agit maintenant de préciser les familles de fonctions d’interpolation g (.; a;) proposées dans la littéra-
ture. Une telle famille doit respecter certaines conditions. Premiérement elle doit permettre une grande
flexibilité rendant possible I'ajustement & une structure des taux croissante, plate ou décroissante, ou
encore concave... Deuxiémement, il doit s’agir d’'une famille de fonctions continues et méme contini-
ment différentiables. Rappelons que les taux & terme instantanés sont obtenus sous forme de dérivée
logarithmique : il faut donc pouvoir dériver la courbe d’actualisation obtenue.

On est cependant toujours géné pour apprécier la qualité de ’ajustement obtenu. En effet, la présence
d’un terme d’erreur € dans ’équation (7.6) implique qu’il est normal que 1’ajustement ne soit pas parfait ;
ceci peut simplement signifier qu’il existe des opportunités d’arbitrage et que certains titres sont donc
sur-évalués (ou sous-évalués) par le marché. Cest d’ailleurs cet écart entre prix ajusté et prix observé
qui devrait logiquement conduire & des décisions d’investissement. Mais, par ailleurs, on peut souvent,
quitte & élargir la famille d’interpolation, s’approcher aussi prés qu’on le souhaite de ’ajustement parfait,
ce qui conduit a la limite & dire que tous les titres sont parfaitement évalués par le marché. Il y a
donc un compromis a trouver entre le degré d’ajustement désiré et la taille de la famille utilisée. Ce
probléme n’a pas de solution tant qu'un modeéle économique n’a pas été construit grace auquel on puisse
obtenir une famille naturelle de fonctions respectant ’absence d’opportunités d’arbitrage, permettant
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ainsi d’interpréter les erreurs résiduelles comme le signe d’'une mauvaise évaluation des titres et, ensuite,
d’en tirer profit.

D’un point de vue pratique, lorsqu’on utilise malgré tout une famille de fonctions non reliée & un mo-
dele (comme celles que nous présentons ci-dessous), on juge la qualité de 'ajustement par I'étude des
résidus d’estimation. Si on croit qu’ils sont le reflet d’opportunités d’arbitrage momentanés, ils devraient
logiquement étre de moyenne nulle sauf & considérer que certains titres sont systématiquement sur- ou
sous-évalués. Ainsi, on pourra regarder si certains résidus sont systématiquement positifs (ou négatifs)
pour certains titres, s’ils sont corrélés avec la maturité du titre, s’ils sont autocorrélés, etc.

L’ajustement par des polynémes

Historiquement, les polyndmes constituent la premiére famille utilisée, notamment parce que certains
points militent pour son utilisation. D’une part, d’un point de vue pratique, les méthodes d’estimation
sont simples. D’autre part, d’'un point de vue théorique, toute courbe continue (sur un compact) peut
étre approchée par un polynome de degré suffisamment élevé. En général, on montre empiriquement que
I’ajustement par un polynéme n’est pas satisfaisant car, dans ce cas, les deux extrémités de la courbe sont
mal ajustées au profit de I'espace intermédiaire, qui lui semble mieux pris en compte. C’est pourquoi on
a été amené a utiliser 2 ou 3 polynomes différents pour ajuster chaque partie de la courbe (le “début”, le
“milien”, la “fin”). Comme, toutefois, ’ensemble doit étre continu et dérivable, il existe des contraintes
sur les coefficients de ces différents polynomes aux points de raccordement. Enfin cette méthode dite des
splines polynémiaux a l'avantage d’étre relativement facile a estimer une fois que certains problémes ont
été réglés (choix du degré du polynome, points de raccordement...). On donne ici un exemple ot un seul
point de raccordement est utilisé et ot les polynémes sont de degré 3. Formellement on écrira donc :

B(t,t+6) = g(6;)
bo(t) + by (£)0 + ba(t)6? + bs(t)6° si 6 < M (7.9)
= co(t) +ec(t)+ CQ(t)92 + 03(t)93 sif>M

ot ay est donc le vecteur des paramétres (bg(t), ck(t))i_o 3 -

Au point M, on impose la continuité et la double dérivabilité, ce qui induit les contraintes suivantes :

bo(t) + by ()M + bo(t)M? + bg(t)M3 = co(t) + 1 (8)M + co(t)M? + c3(t) M3
by(t) + 2ba(t) M + 3bs(t) M? c1(t) + 2co(t)M + 3es(t) M? (7.10)
2bo(t) + 6b3(t) M 2¢o(t) + 6¢3(t) M

On a de plus la contrainte :
B(t,t) =1=1bg(t) (7.11)

le nombre de contraintes indépendantes est donc 4 et le nombre de parameétres & estimer 8. Lorsqu’on
observe n obligations de maturité (7;),_, ,,, et de prix P}, le critére a minimiser est donc :

. A .12
in s [m B
S.C.

(7.10) et (7.11)

(7.12)

avec
) 3 M ) 3 T; )
Pi= b)) aptt +> el(t) Y apb”
k=0 0=1 k=0 0=M+1

Il s’agit donc d’une minimisation réalisable par les moindres carrés ordinaires sous contraintes linéaires.

La derniére étape consiste alors a analyser les résidus d’estimation, c’est-a-dire les écarts entre prix de
marché et prix estimés, avec toutefois les réserves exprimées au début de ce paragraphe.

Empiriquement, on reléve, pour certains maturités, des résidus systématiquement négatifs ou systémati-
quement positifs. Il peut alors paraitre souhaitable d’introduire des variables explicatives telles la liquidité,
la fiscalité liée & chaque obligation, le fait d’étre dans le gisement du MATTF...
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Par ailleurs, il y présomption d’hétéroscédasticité et on peut penser qu’elle est reliée négativement a la
liquidité : les titres les moins cotés sont ceux soumis aux plus fortes variations de cours. Cette hété-
roscédasticité a été reliée également a la durée de vie de 'emprunt. Elle doit apparaitre sous forme de
pondérations dans le critére (7.12).

Cette méthode pose enfin deux problémes déja évoqués :

— le choix des points de raccordement (qu’on pourrait d’ailleurs introduire comme parameétre a opti-
miser dans le programme (7.12),

— le choix du degré des polynomes : si le degré est trop faible, ajustement est mauvais (résidus treés
élevés), s’il est au contraire trop élevé, 'ajustement est “trop” parfait et la courbe obtenue devient
trés heurtée,

— enfin il semble que de nombreux problémes d’instabilité numérique (forte sensibilité, choix des points
de raccordement par exemple) apparaissent.

L’ajustement par des exponentiels de polynomes

Nous irons ici plus rapidement dans la mesure ot les principes sont les mémes que précédemment. L’ajus-
tement par des exponentiels de polynomes part de 'idée qu’un prix zéro-coupon s’écrit (en continu) :

B(t,t +60) = exp[—0Y (t,t + 0)]

et que donc il est naturel de s’intéresser & des familles de fonctions exponentielles. Pratiquement, cela
revient & ajuster un polynome sur les taux zéro-coupon et non plus sur les prix. Formellement, on écrira :

Y(t,t+6)= Zb (t)g* 1 (7.13)

ot (b (t)),_;  sont des parametres & estimer. Par conséquent, en terme de prix zéro-coupon, on obtient :

K

B(t,t+6) = exp—> by (t)0" (7.14)
k=1

La aussi on pourrait proposer une succession de polynémes adaptés a chaque portion de la courbe des
taux mais l'estimation en serait compliquée. En effet le programme & résoudre est du méme type que
(7.12) mais il reléve désormais des moindres carrés non linéaires. Ici également se pose le probléme du
degré du polynome choisi (on s’arréte en général a un polynome de degré 3). L’analyse des résidus fait
encore apparaitre :
— des biais systématiques : les obligations de faible maturité ont des résidus systématiquement négatifs,
— de ’hétéroscédasticité : les obligations de maturité élevée ont des résidus plus variables que celles de
maturité faible.

Il semble donc nécessaire d’introduire la maturité comme variable explicative a la fois dans I’équation de
régression mais également dans la variance. Un tentative a été faite sous la forme :

Ve | Fior) = 07T

ot T; ; est la maturité résiduelle du titre 7 a la date ¢ et (dy, o) sont des paramétres a estimer. L’estimation
par pseudo-maximum de vraisemblance est difficile & mettre en oeuvre numériquement, mais permet (en
théorie) une estimation compléte des parametres ainsi que la mise en oeuvre de tests concernant le degré
du polynéme (mais non sur le parameétre d;).

L’ajustement par des polyndémes d’exponentielles

L’idée est de prendre une fonction d’actualisation de la forme :

k
B(t,t+0) = Zbk [ *"ﬂ(t)} (7.15)
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Les parameétres sont alors (bi(t),a(t)),_; . On remarque que a(t) a une interprétation en terme de
taux & terme instantané; on a effet :
dLn B(t,T)
lim ————= =aft
T—+4o00 dr ( )
Il est facile de voir également que «; peut étre vu comme le taux long, c’est-a-dire la limite des taux
zéro-coupon quand la maturité tend vers 'infini.

L’estimation des paramétres releve partiellement d’une méthode de moindres carrés linéaires (pour «f(t)
donné, il y a linéarité en by (¢)).

L’ajustement par une forme mixte

Il s’agit d’une famille de fonctions moins connue, surtout utilisée par les économistes, dans laquelle les taux
a terme instantanés s’écrivent sous forme d’un produit d’un polynéme et d’une exponentielle. L’avantage
de cette formulation est, comme nous allons le voir, de pouvoir étre estimée de fagon rapide. On pose
donc :

F(t,t+0) = Bo(t) + (B1(t) + Ba(t)A(1)8)e A (7.16)
ce qui donne pour les prix zéro-coupon :
0
B(t,t+60) = exp— / ft,t+ s)ds
0
1 — e A6 A6
= exp — O[Bo(t) + (81 (1) +ﬁz(t))(W — Ba(t)e 7]
Faisant tendre 6 vers 0 et vers 400, on obtient :
flt,00) = Bo(t) (7.17)
ft.t) = Bo(t) +5:(t) (7.18)

ce qui permet de déterminer les valeurs de (y(t) et 51 (t) si on connait le “taux court” et le “taux long”.
Si par ailleurs il existe un extremum sur la courbe des taux & terme instantanés, c’est-a-dire une maturité
0* telle que W lg=g~ alors :

5.1(1)

Ftt+6) = Golt) + Balt)ear( -1+ a8 (719)
. B0
e = 1=k (7.20)

Ainsi, connaissant Gy(t) et (5;(t), on peut calculer (5(t) puis A(t), & condition bien sir qu’on observe
Iextremum et la maturité associée. On peut remarquer de plus que cet extremum est un maximum (resp.
minimum) si B5(t) est positif (resp. négatif).

La procédure précédente n’est clairement pas efficace puisqu’elle n’utilise pas toute I'information contenue
dans la structure des taux. De plus, en pratique il est strement difficile d’avoir les valeurs exactes du
taux instantané, du taux long et de I'extremum éventuel des taux & terme instantanés; néanmoins on
peut espérer en avoir des valeurs approchées, permettant ainsi d’obtenir des valeurs initiales pour les
parameétres de base Gy (t), 51(t), B2(t) et A(t). Il est alors naturel d’utiliser une procédure d’estimation
classique (comme décrit précédemment) initialisée par ces valeurs de premiére étape.

En guise de conclusion de cette section, il faut noter le caractére trés pragmatique de la démarche
proposée ici. L’introduction d’un aléa (1’aléa du statisticien) est faite de fagon ad-hoc, de méme que
les hypotheéses statistiques sur cet aléa. Une démarche plus naturelle consistera & se donner un modele
théorique d’évolution de la structure des taux, de le contraindre & respecter ’absence d’opportunité
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d’arbitrage puis enfin d’en déduire les formes fonctionnelles imposées par ce modeéle pour les prix zéro-
coupon. Le probléme de la reconstitution de la courbe des taux zéro-coupon se rameéne alors a I’estimation
des paramétres d’'un modéle théorique d’évolution de la structure des taux. En pratique, la reconstitution
de la courbe des taux zéro-coupon fait ’objet de beaucoup d’empirisme & la fois dans sa mise en oeuvre
(dans la mesure ou chacun a sa méthode, sa fagon d’introduire la fiscalité, certaines spécificités des
titres...) mais également dans son application (a partir de quelle valeur des résidus juge-t-on que le titre
est sur- ou sous-évalué... ?)

7.3 L’analyse factorielle de la structure des taux

L’approche présentée ici se veut encore descriptive. Elle se fonde non plus uniquement sur une courbe des
taux & une date ¢ donnée comme dans les sections précédentes, mais sur ’évolution temporelle de cette
courbe. Sont étudiées ainsi les déformations de la courbe des taux au cours du temps. Concrétement cela
s’apparente a une analyse des données sur série temporelle. Cette série temporelle (X;) n’est rien d’autre
que le vecteur des taux zéro-coupon, des prix ou des rendements aux différentes maturités. Par exemple,
(X:) pourra étre :

Y(t,t+1)
X, = :
Y(t,t+ N)
ou encore :
B(t,t+1)
X, = :
B(t,t+ N)

L’idée financiére vers laquelle on souhaiterait converger a I'issue de cette étude repose sur le fait que (Xy)
n’est pas un “empilement” de IV séries indépendantes, mais qu’au contraire ces IV séries sont fortement
lites. Pour exprimer cette idée, on postule que les N séries composant (X;) sont liées par des facteurs
communs, de telle sorte que (X;) s’écrit :

Xt = MUy + CFt —+ ug (721)

ou C est une matrice N X p, F; est un vecteur de p séries appelées facteurs, u; un vecteur de perturbations
indépendantes entre elles, et indépendantes de F; et p, une série déterministe.

Dans ce cas, la dynamique de (X;) est réductible a la dynamique d’un plus petit nombre de séries, en
Poccurence p facteurs (p < N). Outre ’aspect descriptif, ce genre d’étude a des conséquences importantes
pour les modeéles d’évolution de la structure des taux ainsi que pour la pratique financiére, notamment
par le biais des stratégies de couverture. Le premier point fera l'objet des chapitres ultérieurs. Le second
est développé de facon heuristique dans le paragraphe suivant.

7.3.1 Motivations financiéres

Le prix d’un titre & flux certains, et donc le prix d’un portefeuille de ces titres, est directement fonction
de la structure des taux. Par conséquent, les variations de prix sont directement liées aux mouvements de
la structure des taux. Un probléme récurrent en finance est depuis longtemps la recherche de portefeuilles
partiellement insensibles aux mouvements de la structure des taux. Ce qu’on appelle communément “cou-
verture en duration” consiste a construire des portefeuilles immunisés contre des mouvements du niveau
général des taux. Il s’agit ici d’aller plus loin dans ce type d’analyse. D’aprés la formule d’actualisation
(7.4), tout portefeuille construit en ¢t — 1, de prix P;_; peut s’analyser comme une combinaison linéaire
de titres zéro-coupon de telle sorte que P;_1 s’écrive :

Py =) apB(t—1,t—1+6) (7.22)
0>1
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En supposant un pas de temps discret, les variations des prix sont :
A.Pt = Pt - Pt—l
= ) apAB(t,t+90)

0>1

ou AB(t,t+80) = B(t,t —1+6) — B(t —1,t — 14 0), ou encore :

AP, AB(t,t+0)
= _14. 7.23
P 0;“ Y Bt —1,t—1+0) (7:23)
ou
B(t—1,t—1+0)
Tt—1,0 = Ag

P
est en fait la part du montant total investi en ¢ — 1 dans le zéro-coupon de maturité 6.

S’il n’y avait pas de risque, le taux de rendement de toute opération sur une période serait égal au taux de
rendement sans risque ﬁ — 1 noté r(t —1,t). Il est donc naturel de considérer I’exceés de rendement,
c’est-a-dire la différence du taux de rendement d’une opération avec le taux de rendement sans risque. Si
on peut postuler une décomposition factorielle pour :

A—BB —r(t—1,t),

on écrira, :
AB(t,t +0)
Blt—1,t—1+6)

P
—r(t—1,t) = pp, + Z kgt + uge (7.24)
k=1

Vo>2,

ou les facteurs et la perturbation sont centrés.
Combinant (7.23) et (7.24), on obtient :

AP,
Py

p
—rt—1t) =+ Y ckFii+ o
k=1

ou

Ky = E Tt—1,0Hg,¢

0>2

Cr = E Tt—1,00k0
0>2

vy = E Tt—1,0UQ,t
0>2

On peut alors éliminer le risque systématique (c’est-a-dire le risque lié aux facteurs) en imposant, lors de
la constitution du portefeuille en ¢ — 1, les p contraintes :

c, =0,k=1,..,p

Z Tt—1,0 = 1

0>1

sans oublier la p + 1°™€ contrainte :

Un portefeuille qui vérifie ces contraintes sera dit immunisé. Remarquons alors que si, dans la forme
(7.24) il existe un facteur (le ler par exemple) tel que a9 soit proportionnel a 6, alors la condition
d’immunisation s’écrit :

Cc1 = 0

redonne la condition usuelle relative a la duration premiére.

Les conditions d’immunisation nécessite donc la connaissance des poids ayg intervenant dans la décom-
position factorielle (7.24). La question est donc de résoudre les problémes suivants :

Ecole Polytechnique 91



Théorie et pratique des instruments financiers

— chercher le nombre de facteurs “utiles” p,
— estimer les poids (ag)y, 4 -

7.3.2  Quelques notions sur les modéles factoriels

Le terme de modele factoriel apparait réguliérement dans la littérature mais est souvent présentée de
fagon ambigué. Avant tout, il faut remarquer que nous sommes dans un contexte dynamique; il est donc
nécessaire de définir ’ensemble d’informations disponibles & chaque date. Si nous étudions une série (X;)
(de dimension N), alors cet ensemble d’informations F; a la date t sera constitué de X;_1, X;—2... noté
X, 1. On suppose alors que (X;) admet la décomposition suivante :

Définition 12 - Définition 18 (Représentation factorielle). (X) suit une représentation factorielle
de rang p si :

X :/At—‘rC.Ft—‘rUt

sous les hypothéses :

— (F}) est un processus de dimension p;

— (Uy) est un vecteur de perturbation d’espérance conditionnelle nulle, de variance conditionnelle
diagonale, et non corrélées avec Fy ;

— C est un ematricee rectangulaire N x p, de rang p.

La condition sur la variance conditionnelle des perturbations (i.e : de forme diagonale) est généralement
imposée mais elle n’est pas nécessaire. Elle est toutefois naturelle : une fois “enlevés” les facteurs F}, les
termes résiduels n’ont plus de facteurs communs et sont donc supposés étre non corrélés.

Pratiquement, les articles se placent dans un cas trés particulier de cette formulation générale :

V(F;/X, ;) = -constante
v (Ut /X t—1) = D matrice diagonale constante
Hg = K

On voit en outre qu’on peut toujours redéfinir la matrice des poids C pour obtenir :

(7.25)

ngt/gtlg = CC'+D
E(Xe/X; ) = n

Cette formulation exclut en particulier le cas ou (X;) et (F}) sont non stationnaires. De plus les (X¢),
sont non autocorrélés.

Pour finir, remarquons une chose importante : la matrice C' n’est pas identifiable. Pour toute matrice P
inversible, on peut réécrire la définition précédente sous la forme :

Xe =C"F/+ U,
avec les mémes hypothéses et ou :

c* = CP
Ff = P'F,

En fait, seul 'espace engendré par les colonnes de C (qui est de dimension p) est identifiable. Les différentes
méthodes d’estimation ne feront qu’exhiber I’estimation d’une base particuliére de cet espace noté [C].
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7.3.8  Test d’hypothéses financiéres

On a vu précédemment que pour retrouver la couverture usuelle en duration, il fallait que les poids affectés

au premier facteur (par exemple) aient une forme particuliere. En l'occurrence, le taux de rendement de
AB(t,t +0)

maturité 6, Bl—1.t-1+0) r(t — 1,t) doit pouvoir s’écrire :
AB(t,t+0)
——— —r(t—1,t) = OF
B(t,t + 9) ’I’( ) ) My + 001 +

Dans le cadre d’une représentation factorielle générale :
X = My + C.F,+ Uy

cela signifie que l’espace [C] contient le vecteur e = (1,...,6,...,N) :

p € [C] (7.26)

ou [C] désigne 'espace engendré par les colonnes de la matrice C. L’hypothese financiére que lon voit
souvent, dans la littérature sous la forme : “il existe un facteur de niveau dans I’évolution de la structure
des taux” se traduit par 'appartenance d’un certain vecteur dans 'espace des poids [C]. En pratique, il
est beaucoup plus facile de tester une caractérisation équivalente de cette hypothése a ’aide d’une base
particuliére de 'espace [C]. En effet, si C' est une base particuliére de [C] alors (7.26) est aussi équivalent
a:

c'c)y ' cp=p (7.27)

On peut désirer aussi tester qu'un portefeuille particulier est immunisé. Dans le cas ou (X;) désigne
le vecteur des taux de rendements par maturité, ceci signifie que le taux de rendement du portefeuille
particulier s’écrit :

Oé/Xt
qui est immunisé si :
o'C =0
soit encore :
ac [0t

qui peut s’écrire sous la méme forme que dans (7.27) a 'aide d’une base particuliére de 'orthogonal de

[C].

Ceci illustre le fait que les hypothéses financiéres pertinentes se raménent & des tests sur ’espace des
poids et non pas sur la valeur des poids eux-mémes. Comme nous I’avons dit plus haut, ceci est da au fait
que seul 'espace est identifiable. De méme, la valeur prise par les facteurs F; n’a que peu d’importance;
la seule chose qui importe est leur nombre.

7.3.4  FEstimation d’un modéle factoriel

Le choix de la méthode d’estimation dépend des hypothéses faites sur cette représentation. Nous traitons
le cas correspondant aux hypothéses usuelles que nous rappelons :

E(X /X)) = n
o 2
{ v EXt /X, ) = CC'+D (7.28)
Dans ce cas, (X;) est une suite de variables aléatoires, non autocorrélées. Comme nous ’avons dit, u et D
sont identifiables mais pas C. Il faut donc rajouter une contrainte d’identification. On impose en général :
C'D~'C matrice diagonale
Les estimateurs de p, C', D obtenus par résolution du programme (si H désigne le nombre d’observations) :
Max Lg(p, C, D)

S.C.

C'D~'C diagonale
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ou :

H
H 1 _
Ly(u,C, D) = = Ln |CC' + D| - 5 > (X — ) (CC"+ D)7 (X, — p)
t=1
sont convergents et asymptotiquement normaux lorsque le nombre d’observations H tend vers +oc0.

Ainsi, méme si (X;) n’est pas un processus gaussien, la pseudo-log-vraisemblance L produit des estima-
teurs convergents et asymptotiquement normaux. Enfin, on peut remarquer que l'estimateur de p n’est
autre que la moyenne empirique de (X), et que, si on note 3 la variance empirique de (X;), C et D sont
alors solution du programme :

Max {fgLn |CC" + D| — I;T’I“ ((C’C’JrD)_lf])}
s.c.

C'D~1C diagonale

ou T'r désigne l'opérateur Trace.

Concernant les tests des différentes hypothéses évoquées, il faut ajouter en général une hypothése de
normalité sur le procesus (X;). Ly devient la “vraie” logvraisemblance et les estimateurs obtenus sont
les estimateurs du maximum de vraisemblance. Les études qui ont été faites aux Etats-Unis et en France
n’utilisent pas toujours cette méthode du pseudo-maximum de vraisemblance. En revanche, on pratique
une Analyse en Composantes Principales (ACP) sur la matrice de variance empirique 3. En fait, on
montre (voir annexe) que ceci n’est valide que si on suppose que les risques idiosyncratiques, c’est-a-dire
les variances conditionnelles des perturbations résiduelles sont de méme variance. Or il y a en général
présomption d’hétéroscédasticité et il est donc plus légitime de supposer D non scalaire, quitte & tester
cette hypothése ensuite. Lorsqu’on fait une ACP, le nombre de facteurs correspond au nombre de valeurs
propres “significatives” de 3. Si la normalité peut étre supposée, on peut réaliser & nouveau un test du
rapport des vraisemblances.

Concrétement, on calcule la matrice de variance empirique du vecteur d’observations (X;), soit :

.1 _ _,
2= (X = X)(Xe - X)

ol X est la moyenne empirique de la série. D’aprés la forme du modéle factoriel, on a alors a la limite
quand H tend vers l'infini : .
Y — CLpC'+D

Si on néglige le risque idiosyncratique D par rapport a la variance des facteurs ¥ g, alors il est effectivement
légitime de diagonaliser I

— le nombre de valeurs propres “significatives” donne une estimation du nombre de facteurs (p),

— les vecteurs propres associées A ces valeurs propres non nulles constituent une base de 1’espace [C].

En pratique, des études ont été réalisées sur données américaines et francgaises sur des vecteurs X; re-
présentatifs des rendements mais aussi de taux zéro-coupon, de taux & terme... Une premiére critique
méthodologique apparait dans la mesure ou les représentations factorielles (qui sont fondamentalement
linéaires) ne sont pas a priori compatibles entre elles suivant qu’on les postule sur des taux zéro-coupon,
des rendements, des prix zéro-coupon. Lorsqu’elle est postulée sur les taux zéro-coupon et qu’on pratique
une ACP, on trouve d’ordinaire 2 a 3 facteurs (p = 2 ou 3), c’est-a-dire deux a trois valeurs propres
importantes pour la matrice de variance $. On trouve également que le premier vecteur propre de I’ACP
a des coordonnées constantes, alors que le second a des coordonnées croissant (ou décroissant) approxi-
mativement de fagon linéaire. Ceci conduit les auteurs a identifier un facteur de niveau et un facteur de
pente, c’est-a-dire que les chocs sur la structure des taux se décomposent en chocs sur le niveau et la
pente de cette courbe.

Une seconde critique concerne le choix de la méthode (Analyse Factorielle ou ACP) qui ne sont pas
équivalentes. Enfin, il faut noter que de nombreuses études économétriques remettent en cause certaines
des hypothéses sous-jacentes. Ainsi il n’est pas str que les taux soient stationnaires, ce qui conduit a
rejeter les méthodes d’estimation précédentes (Analyse Factorielle et ACP) ou a tout le moins a les
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manier avec prudence. Par ailleurs, le fait que les variances conditionnelles soient supposées constantes
est en général rejeté par les données, conduisant les économétres & proposer des modélisations de type
AutoRegressive Conditionally Heteroskedastic (ARCH).

Ce qui manque fondamentalement a ces approches est de pouvoir travailler dans le cadre d’un modéle
dans lequel on pourrait justifier les hypothéses faites sur la linéarité de la représentation factorielle, la
dynamique sous-jacente des taux d’intérét... A cet égard, comme dans le cas de l'interpolation de la
structure des taux que nous avons vu précédemment, beaucoup de points s’éclaireront a la lumiére des
modeles d’évolution de la structure des taux et cela nous permettra de discuter les approches empiriques
proposées ici.
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8

Les modéles de taux en temps discret.

8.1 Introduction

Le chapitre précédent cherchait a estimer la structure des taux a une date donnée ainsi que ses déforma-
tions au cours du temps. Nous avons vu qu’une des difficultés rencontrées était de ne pouvoir se reposer
sur un modele sous-jacent permettant de justifier les hypothéses utilisées et d’interpréter les résultats
obtenues. On distingue deux classes de modeéles. Les premiers, dits modéles d’équilibre, modeélisent les
fonctions d’utilité des agents pour en déduire des fonctions de demandes d’actifs; puis, I’égalité offre-
demande permet de dériver les prix des actifs. La seconde classe de modeéles ne vise pas & modéliser les
préférences des agents mais cherche plutot a se restreindre a I’hypothése minimale d’absence d’opportu-
nités d’arbitrage.

Le plus simple pour appréhender ce genre de problémes est de se placer, dans un premier temps, dans
le cadre d’un modéle en temps discret, et de développer, dans ce modéle, les principales idées financiéres
et probabilistes qui réapparaitront sous forme complexe (d’un point de vue mathématique) dans les mo-
deles en temps continu. Ainsi la notion d’absence d’opportunité d’arbitrage (A.O.A) et ses conséquences
probabilistes seront trés claires dans les modéles en temps discret. Ce type de modele est le pendant du
modele binomial développé pour les options sur action (modele dit de Cox, Ross et Rubinstein). Nous
commengons par décrire la structure probabiliste d’un modéle en temps discret a aléa binomial ainsi
que les contraintes imposées par I’hypothése d’absence d’opportunité d’arbitrage. Nous nous intéressons
ensuite a la résolution compléte de ce modeéle dans le cas particulier du modeéle dit de Ho et Lee. Puis
nous développons les extensions naturelles de ce type de modéle

Nous donnons ensuite le principe d’évaluation des biens contingents suivi de quelques exemples d’appli-
cation. Enfin, nous montrons qu’on peut faire converger, quand le pas de temps tend vers 0, certains de
ces modeles vers des modeles en temps continu que nous reverrons aux chapitres suivants.

8.2 Le modeéle de base

8.2.1 Les hypothéses financiéres

Les hypothéses de travail standards sont les suivantes :
Hypothéses
1. Absence de cotits de transaction. Les actifs sont infiniment divisibles.
2. Le temps est discret.

3. Il existe a chaque date des titres zéro-coupon pour toute les maturités.
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4. Conditionnellement & chaque date, seuls 2 états du monde peuvent se réaliser.
De plus, nous ferons constamment I’hypothése qu’il n’y a pas d’opportunités d’arbitrage.

8.2.2 Le modéle probabiliste

Supposons qu’il n’y ait pas, en fait, d’aléa; dans ce cas, on a la relation obtenue par le raisonnement
d’arbitrage habituel :

B(t—1,0)B(t,T) = B(t — 1,T)
Oou encore :

B(t—1,T)

B(t.T) = B(t—1,1)

(8.1)

Autrement dit, il existe une relation de récurrence donnant la structure des taux en ¢, B(t,.), en fonction
de la structure des taux en t — 1, B(t — 1,.). L’idée la plus simple pour introduire un aléa dans cette
évolution de la structure des taux est de considérer I’équation de récurrence dérivée de (8.1) :

B(t—1,T)

BT =F6—19

Hy(T —t) (8.2)

ot Hy(.) est une fonction aléatoire, prenant deux valeurs positives possibles :

hi(.)  avec probabilité p;
Hy() =
hf(.) avec probabilité 1 —p;

A ce stade, il est important de constater que les valeurs h;(.) et hj(.) ainsi que la probabilité p; peuvent
dépendre de I’ensemble d’informations a la date ¢t — 1. Cet ensemble d’informations noté F;_; comprend
toutes les réalisations passées (jusqu’en ¢ — 1 compris) de la structure des taux, ou de fagon équivalente
toutes les réalisations passées de la fonction de perturbation H. Par conséquent les fonctions hy(.) et hf(.)
et la probabilité p; peuvent a priori dépendre des valeurs passées de la structure des taux. Néanmoins,
ici ces fonctions ne dépendront pas de F;_;. On supposera ainsi que (H;), est une suite de fonctions
aléatoires indépendantes de lois de Bernoulli.

Il est alors possible de “dérouler” la récurrence (8.2) afin d’obtenir la structure des taux a la date ¢ en
fonction de celle de la date O :

B(t,T) — %.Ht(zﬂw
B(0,T) v+ [He(T — k)
- B(OJ)',EM@@]

avec la convention : H;(0) = 1, ou encore :
t
Hi (T — k)
B(t,T)=B0,t.T7).]] | 7= 8.3
=50 I [5G 5) (83

ou Bf(0,t,T) est le prix & terme implicite en 0 pour la période [t, T]. Ainsi la structure des taux a la date
t est égale a celle déduite des taux a terme implicites a la date 0, multipliée par toutes les perturbations
survenues entre 0 et t. On va maintenant s’attacher & traduire les contraintes imposées par I’absence
d’opportunité d’arbitrage (A.O.A) sur le procesus (Hy),.
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8.2.83 L’absence d’opportunité d’arbitrage

Le raisonnement est trés classique et consiste & construire un portefeuille immunisé, c’est-a-dire insensible
a laléa H; et ensuite de conclure en disant qu’un tel portefeuille doit avoir le méme rendement que le
rendement sans risque.

Pour cela, considérons a la date ¢, 2 titres zéro-coupons d’échéance Tj et T5 et construisons un portefeuille
composé de ces deux titres :

— 1 titre zéro-coupon de maturité T

— x titre(s) zéro-coupon de maturité T5.
Soit V; la valeur de ce portefeuille & la date t. On a par construction :

Vi = B(t,Th)+z.B(t,Ts)

Vigerb = B@+1,T1)+xB({t+1,T)
Connaissant la structure des taux jusqu’a la date t, Vzy1 ne peut prendre que deux valeurs :

15(?,&1)) hivr(Th —t—1) + x.g(gg‘fl)) he1 (T —t — 1)

Vigr = (8.4)

B(t,T1) 1« BT X
B(t,t+11) (T —t—1)+ x.BJ(t,t—jll) f(Ty—t—1)

Il est facile de choisir x, noté xq tel que ces 2 valeurs soient égales : on peut donc construire & la date ¢ un
portefeuille immunisé au sens ou sa valeur & la date ¢t + 1 est insensible au choc survenant entre ¢ et ¢ + 1.
Un tel portefeuille est donc sans risque, et doit donc avoir le méme rendement que toute opération sans
risque entre t et £+ 1, par exemple 'opération qui consiste & acheter en ¢ un titre zéro-coupon d’échéance
t+1:

Vig1 (iUO) - 1

Vi(wo)  BLt+1)
La traduction de cette condition conduit & la relation :
L= hiyq (w) _ L — hiyq (u2)
higr (w1) = hipq (u1)  hegr (u2) = hiyy (u2)

avec uy =T — (t+1) et ug = Ty — (t +1). Cette relation est valide pour toute valeur de ¢, T et T» (avec
T, >t et Th > t). Ainsi comme rien ne restreint le choix de T; et Ty, Pexpression :

1- hf+1 (u)
hy1 (u1) — hiyy ()

est indépendante de u et sera notée mq :

Topt = 1= hig, (u)
hega (u1) = hiyq (u)
ou encore :
Vi, Yu, mh(u)+ (1—m)hi(u) =1 (8.5)

Ce résultat est fondamental et on peut remarquer de plus que 7 est une probabilité :

Proposition 9 L’absence d’opportunité d’arbitrage est équivalente & [’existence d’une probabilité m =
() telle que :
EW(Ht() / -7:t—1) == ].

De plus, cette probabilité m est équivalente a la probabilité p au sens ou :
T =0<=p, =0

et
7Tt:1<:>pt:1
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Preuve : La premiére partie de la proposition résulte des calculs qui préceédent. Nous avons m; € [0, 1] si
seulement si h;(.) et hi(.) ne sont pas du méme coté vis a vis de 1. Supposons donc par exemple que I'on
ait :

1 < he(u), hi(u)

alors on peut construire en ¢ — 1 un portefeuille de cotit nul 4a partir d’un titre d’échéance T et de =
titres de maturité 1, en prenant :

B(t—1,T)

B(t—1,t)

Xr = —

Sa valeur en t est :
B(t—1,T)

B(t—1,1)

dont la valeur est toujours positive quoiqu’il arrive. Ceci est impossible par A.O.A. On peut évidemment
refaire le méme raisonnement dans l'autre cas : hy(u), hj(u) < 1. Par conséquent, on peut toujours
supposer hy(.) > 1 et hf(.) < 1. Par ailleurs, 7, = 0 (resp. m; = 1) est équivalent & hy(.) = 1 (resp.
hi(.) = 1); en utilisant le méme portefeuille que précédemment, on constate que celui-ci a toujours un
cotit nul et une valeur en ¢t positive ou nulle et méme strictement positive si H; prend la valeur h;. Ceci
n’est possible que si et seulement si p; = 0 (resp. p; = 1).

B(t,T)+x = [H(T —t) — 1]

Par conséquent, il apparait naturellement une nouvelle probabilité m;, dépendant de F; 1 si hy(.) et hy(.)
en dépendent eux-méme, sous laquelle Hy(.) est d’espérance conditionnelle égale a 1 :

E™ (Hy(.) | Fooq) =1

On désignera désormais 1’espérance calculée avec les probabilités p par E et celle calculée avec les proba-
bilités m; par E™. Reprenant ’équation du modeéle de base (8.2) on peut alors écrire :

B(t-1,T)
- _ pf_ _Bv=4L1)
E™[B(t,T) | Fi_1) =B/ (t —1,t,T) BE—1L1)
et plus généralement :
t—1
B(0,T) = E™ |B(t,T). [[ Btk,k+1) / Fo
k=0

Cette probabilité est appelée probabilité risque-neutre (risk-neutral probability). Elle est a priori différente
de la probabilité “objective” p. Elle est dite risque-neutre car, d’aprés ce qui précéde, on a :

B(t,T)=E™(B(t+1,T) /] F).B(t,t +1)

ce qui signifie que le prix aujourd’hui ¢ d’un zéro-coupon d’échéance T est ’espérance (sous 7) du prix de
ce titre en ¢ + 1, actualisé (le facteur d’actualisation étant B(t,t+ 1)). Or une économie dans laquelle les
prix auraient ce genre de propriété serait une économie ot les agents seraient neutres vis-a-vis du risque.
Notons que ce n’est pas le cas ici puisque la probabilité 7 est différente de la probabilité “objective” p.

8.2.4 Propriété de martingale

Sous la probabilité m, de nombreuses propriétés peuvent étre obtenues. Ainsi, sous m, le processus des
prix actualisés est une martingale. Afin de préciser ce point, nous définissons le facteur d’accumulation :

-1

ﬂt:

t—1
[1 Bk E+1)
k=0

B, est donc la valeur obtenue en capitalisant un investissement d’1 euro en 0, aux taux courts successifs.
Avec cette notation, on a :

Proposition 10 Sous (7), le processus (Bﬁt’[T ) est une martingale, i.e :
)t

pr(Z5T 1 m) = 250
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Preuve : D’apres la relation fondamentale (8.2) :

B(t,T) = %H&T .
soit :
B (B(.T) | i) = S

Comme ﬁ = ﬁb—:l , on déduit :
B(t,T) ) B(t—1,T)
E™ Fio1 | = ———=
< ﬁt / ! 5t71

En réitérant ’argument, on en déduit la propriété cherchée. 7 est donc la probabilité qui rend martingale
le processus des prix actualisés. En particulier, on obtient puisque B(T,T) =1 :

VT, E” <iT /]-"0) = B(0,T)

8.2.5 Changement de paramétrage

A une date t donnée, 7y, hy(.) et hy(.) sont inconnus et devront donc étre spécifiés. On peut déja remarquer
que Pabsence d’opportunités d’arbitrage permet d’éliminer un de ces parameétres par la relation (8.5).
L’objet des paragraphes suivants sera de rajouter des hypothéses supplémentaires pour obtenir la spéci-
fication complete du modele. Cependant, les fonctions h.(.) et h}(.) n’ont pas d’interprétation financiere
immédiate et il est donc plus naturel de trouver un changement de paramétrage plus financier. Pour cela,
nous allons montrer que la volatilité des taux & terme instantanés peut constituer une paramérisation
naturelle, qui permet en outre de ce rapprocher du point de vue des modéles en temps continu.

Définissons les taux & terme instantanés comme :!

ft,T)=—Ln

Il est facile de voir, a laide de (8.3) que :

B(t,T+1) B(0,T+1) 11[ Hy(T+1—k)

BwT)  BO.T) M TH.TH
soit :
0.7) = 50,7+ 30 o0 DT LD (8.6)
avec =
F(0,T) = —Ln %
Ceci implique également que :
F(ET) — f(t—1,T) = Ln %

Définissons par o(t,T') la volatilité des taux a terme instantanés (sous la probabilité risque-neutre 7) ; on
a:
h(T—t) hy(T+1-1)

o(t,T)=+/m(l—m) |Ln h;t‘(Tft)' h(T —t)

(8.7)

1 s’agit d’un abus de notation par rapport a ce qui a été défini aux chapitres précédents; en toute rigueur, il s’agit ici
de Y/ (t,T,T +1) quon remplace donc par f(t,T) afin d’alléger les notations.
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D’apres cette équation, il est donc équivalent de se donner (my, he(.), hy(.)) ou (7, 0(¢,.)). En effet, nous
avons :

hy(T —t) hi(T+1—1t) (1 — )
soit par récurrence :
T-1
ho(T — t) 1
In ————F = ——F————= o(t,s) (8.8)
hi (T —1) mi(1 — ) S;

hi(')

La donnée de la fonction o(t,.) est donc équivalente & celle de Ln 3 O On peut alors exprimer ces deux
e

fonctions a 1'aide de o (¢,T) :

he(T — 1) ! -
Wﬁ+(1_ﬂf)8mp{7—m(f],m) Zé;[l g(t,s)}

hi (T —t) !
_ 1 T
(1 ”t)'i‘ﬂ'temp{ Vim0 Dot U(t,s)}

Enfin, on peut remarquer qu’il existe une relation entre 1’espérance de f(¢,7T") conditionnellement a F; 4
et sa volatilité o(¢,T"). On peut donc dire que ’absence d’opportunité d’arbitrage induit une dynamique
particuliére (sous 7) pour les taux & terme instantanés, remarque que l'on retrouvera dans les modeéles
en temps continu.

Pour conclure, il apparait que I’absence d’opportunité d’arbitrage impose des contraintes sur les modeéles

admissibles mais ne permet pas de spécifier la forme des fonctions h.(.) et hj(.) ou, de fagon équivalente,
la fonction o(t,T'). Il est donc nécessaire de faire des hypothéses supplémentaires.

8.3 Résolution du modeéle dans un cas simple : le modéle de Ho et Lee

On peut parvenir & une spécification compléte du modéle moyennant quelques hypothéses supplémen-
taires.

Hypothése 1 : La probabilité m; ne dépend pas de t et la volatilité des taux & terme instantanés ne
dépend que de la maturité T — ¢t :

Tt = T
ot,T) = o(T—1)
o o(.) est une fonction déterministe.

Compte-tenu de ce que nous avons dit sur les liens entre les deux types de paramétrage, il est clair que
cette hypothése est équivalente & dire que les fonctions h et h* ne dépendent pas du temps. Par ailleurs,
on fait I’hypothése dite d’indépendance du chemin suivi

Hypothése 2 : La valeur de tout portefeuille a la date ¢t ne dépend que du nombre de fois ou H a pris
la valeur h.

Plus précisément, un portefeuille constitué en ¢ a la méme valeur en ¢t + 2 dans les 2 configurations

suivantes :
Ht+1 =h Ht+1 = h*
(+) { Hypo=n* et () { Hiypo=h

Dans le scénario (*), le prix en ¢t + 2 d’un zéro-coupon d’échéance T est, en fonction de l'information
disponible en t :
B(t,T)

WT —t—1)
B(t, T +2)

B(t+2,T) = o

W (T —t —2).
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alors que dans le scenario (**) :

B(t,T)

W(T —t—1)
B(t, T +2)

B(t+2,T) = D)

WT —t—2)

En égalisant les 2 expressions, on obtient :

WMT—t—2) T —t—1) h*(1)
h(T —t—2) h*(T—t—1) h(1)

soit hw)  h(u—1) h(1)

h*(u)  h*(u—1) h*(1)’
Exprimée en fonction des volatilités des taux & terme instantanés, cette condition signifie simplement que
o(t,T) est constante :

Vu>1 (8.10)

Proposition 11 L’hypothése d’indépendance du chemin suivi est équivalente & ’hypothése de wvolatilité
constante (sous la probabilité risque-neutre) des taux & terme instantanés.

Cette proposition permet ainsi de donner un contenu financier & I’hypothése d’indépendance du chemin
suivi. Utilisant les formules de passage entre les deux paramétrages (8.9), on deduit le résultat suivant :

Proposition 12 Sous les deux hypothéses précédentes 1 et 2, les fonctions h(.) et h*(.) ont la forme
explicite suivante :

1 1
h(y) = ———MM— h(u) = —— 8.11
avec
_ M) _ A
h*(1)

ou o est la volatilité (constante) des taux & terme instantanés sous la probabilité risque-neutre.

On voit donc que 'hypotheése d’absence d’opportunité d’arbitrage combinée a ’hypothése d’indépendance
du chemin suivi conduit & des formulations explicites pour h et h* en fonction de 2 paramétres inconnus : 7™
et ¢ (ou o) qu'il est donc nécessaire d’estimer. Une généralisation naturelle de ce modele est de considérer
désormais que la volatilité o(¢,T) est non plus constante mais fonction de T — t.

8.4 Les extensions du modéle de Ho et Lee

8.4.1 Le modéle a volatilité exponentielle

Ce modele propose de remplacer ’hypothése d’indépendance du chemin suivi (i.e de volatilité constante)
par ’hypothése suivante :

Hypothése 3 La volatilité des taux a terme instantanés est de la forme :

o(t,T) = o(T —t) = ge M)

Ce cadre contient comme cas particulier le modéle de Ho et Lee lorsqu’on prend A = 0. Utilisant a
nouveau les formules de passage (8.9), le modele s’écrit donc :

Proposition 13 Sous les hypothéses 1 et 3, les fonctions h et h* sont données par :

— 1
h(u) = = oo NT—D)
m+(1-m)eap| g1t 20T

1
h*(u) = o 1o MNT—1)
1777+7rezp[7\/7r<177” =

Le modéle est donc paramétré par w, o et A.
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On voit donc que ce modele introduit un degré de liberté supplémentaire a travers le paramétre .
On peut toutefois se demander pourquoi une forme exponentielle a été choisie. Il existe au moins deux
caractérisations équivalentes de ce modéle qui mettent en évidence son intérét.

La premiére justification possible consiste a dire que le modeéle a volatilité exponentielle est le seul modéle
de type binomial pour lequel il existe une variable d’état identifiable & un taux. Ceci signifie que tous les
taux a la date ¢ ne dépendent que d’une seule variable aléatoire qu’on peut identifier & un taux particulier :

Proposition 14 Le modéle est o volatilité exponentielle si et seulement si tous les taux sont fonctions
linéaires d’une variable d’état.

Preuve : Partons de la dynamique de f(¢,T) donnée dans I’équation (8.6) :

t

f6,T)=f0,T)+> L

k=1

Hy(T — k)
"HA(T+1-k)

f(t,T) apparait comme la somme d’une suite de perturbations de Bernoulli. Introduisons la suite de
variables aléatoires indépendantes (ex) ou €, prend les deux valeurs :

1—7m
T

\/T  avec probabilité 1-w

L’aléa €, indique donc si a la date k, Hy a pris la valeur h ou h*; par ailleurs, sa définition particuliére
assure que () est une suite de variables aléatoires indépendantes centrées et réduites (sous 7). Il s’agit
donc d’un bruit blanc. On peut alors exprimer les perturbations de la dynamique de f(¢,7") en fonction
de (ex). Plus précisément, on écrira :

avec probabilité m

Hy(T — k)

In—— 7
"H(T+1-k)

= o(T — k)ex + b(T — k)

ou la fonction b peut se calculer en égalisant les espérances, de telle sorte qu’on obtient :

t

F,T) = F0,T)+ Y o(T —k)ex + > _b(T — k)

k=1 k=1

Sous cette forme, on peut démontrer la proposition. Supposons d’abord que les volatilités soient expo-
nentielles, on a alors :

t t
F(&,T) = f(0,T) + oe MDY e MR 4N "5(T — k) (8.12)
k=1 k=1

Faisant T' = t, on obtient également 1’équation du taux court :

t

r(t) = f0,6) + 0> e MM 3 "b(t — k) (8.13)
k=1

k=1
Eliminant la partie aléatoire entre les deux équations, on obtient :
f(t,T) = e M0y, 4 (T —t)

Tous les taux & terme et tous les taux zéro-coupon sont donc des fonctions (linéaires) d’une seule variable
aléatoire prise ici égale au taux court.

Inversement, cherchons quelle forme de volatilité permet d’avoir un modéle a une variable d’état identi-
fiable & un taux (par exemple le taux court). Il faut traduire :

f&,T)=F(t,T,r)
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ol F est une fonction déterministe. On montre d’abord que nécessairement la fonction F' est linéaire. En
effet, f(t,T) et r; s’écrivent sous la forme suivante (avec des notations évidentes) :

f6T) = Sy o(T = k)ex+ BT — 1)
(8.14)
Ty = Yoot — ke + 6(0)
On peut inverser la représentation de r; de telle sorte que e; s’exprime en fonction de 7, 74—1,...,71.
Ainsi f(¢t,T) peut lui-méme s’écrire en fonction de r4,74_1,...,71, c’est-a-dire (les parties déterministes

sont omises afin de simplifier les écritures) :

FT)# > 6(T = k)

k=1
Nécessairement, la fonction F est linéaire en ;. Enfin pour que f(t,T) s’écrive :
f@&T) 4 o(T = t)r
il faut que, d’apres (8.14) :
oT—k)=a(T—t)o(t—k), VE<t<T
Faisant u=t—k, T =t+1,ona:
oclu+1)=a(l)o(u), Yu>0

ce qui implique que la quantité o(u) est exponentielle en u. Ainsi, si on souhaite avoir un modele de
taux dépendant d’une variable d’état identifiable & un taux, alors nécessairement les volatilités sont
exponentielles. Remarquons également que la linéarité des taux a terme en fonction du taux court permet,
en inversant la formule, d’identifier la variable d’état particuliére prise ici (en I'occurrence le taux court
r¢) & tout autre taux ou méme & une combinaison de taux. Le fait de choisir le taux court comme variable
d’état n’est donc pas ici restrictif. Enfin, ce modéle est un début de justification aux représentations
factorielles linéaires étudiées au chapitre précédent; il est de plus beaucoup plus précis puisque nous
avons montré que, pour étre compatible avec ’absence d’opportunités d’arbitrage, les sensibilités aux
facteurs d’une représentation factorielle linéaire sur les taux devaient avoir une forme particuliére (de
type exponentiel).

Une seconde caractérisation de ce modéle a trait a la dynamique particuliére des taux. En effet, I’équation
de la dynamique de (r;) donnée par I’équation (8.13), on voit que :

.Y
Te=e "Ty1+ py +0g

ou y, est une fonction déterministe de ¢. On constate donc que, sous la probabilité risque-neutre, (r;) est
un processus autorégressif d’ordre 1 (AR(1)). Sous cette forme, on interpréte A comme un parameétre de
retour & la moyenne. Inversement, si (r;) suit un AR(1), alors les volatilités o (T —t) sont nécessairement
de type exponentiel. De plus, comme tous les taux sont fonctions linéaires de ry, ils suivent également
des processus AR(1). Dans le cas particulier du modele de Ho et Lee (A = 0), (r) est donc une marche
aléatoire, donc sans retour & la moyenne.

Enfin, il faut remarquer que (r;) n’a pas la méme dynamique sous la vraie probabilité p puisque (e;) n’est
plus centrée sous p. Pour résumer, on peut énoncer la proposition suivante :

Proposition 15 Sous I’hypothése 1, le modéle a volatilité exponentiel peut étre défini par les 3 caracté-
risations suivantes équivalentes :

1. la volatilité des taux & terme instantanés est de la forme : o(t,T) = e T~

2. les taur a la date t sont des fonctions linéaires d’un taux particulier (par exemple, le taux court) :
f(t,T) = e M0y + 5(T —t)

3. le taux court (ainsi que tous les autres tauz) est un AR(1) sous la probabilité risque-neutre : ry =
g + e_)‘rt,l + €.
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On voit qu’a ce stade et & la lumiére des différentes caractérisations proposées, on peut envisager de
nombreuses extensions possibles :
— augmenter le nombre d’aléa,
— supposer que (r;) suit un AR(q) avec g > 2,
— proposer d’autres fonctions de volatilite,
— relacher 'hypothése de base en supposant que 7 dépend du temps, o(¢,T') fonction de ¢ et T (et non
plus de la maturité T' —t)...

Nous développons maintenant quelques unes de ces pistes.

8.4.2 Modéle a plusieurs aléa

On étudie ici le cas de plusieurs aléa, ce qui avec nos notations donne :
Hy (T —1)

Inmn ——— 2
"H(T+1-1)

= Ul(T — t)Elt + UQ(T — t)&gt + b(t, T)

ol (e1¢, €2¢) sont deux perturbations indépendantes (sous la probabilité risque-neutre) de loi de Bernoulli
de parameétres respectifs m; et mo. Il y a donc 4 réalisations possibles de la fonction H;. On peut alors
imposer des fonctions de volatilité du type exponentiel :

(T —t) = eIt

09 (T — t) = ()'2@_)‘2(T_t)

A titre d’exemple, Heath, Jarrow et Morton (1990) propose de prendre A\; = 0 et Ay > 0. On obtient
ainsi un modéle a deux facteurs. En suivant la méme démonstration que précédemment, on constate que
les taux sont des fonctions linéaires de deux taux particuliers, qu’on peut identifier, par exemple au taux
court et & un taux “long”.

8.4.3 Modéle de Black, Derman et Toy

Ce modeéle prend un point de vue un peu différent. Il considére toujours que 7 est constant au cours du
temps mais la fonction de volatilité dépend de t et de T et pas seulement de T'— t. De plus, il ne cherche
pas d’emblée & imposer une forme fonctionnelle précise pour cette fonction de volatilité. Plus précisément,
ce modeéle suppose trois choses :

— la courbe des taux a la date initiale 0 est connue (hypothése déja faite jusqu’a présent),

— la courbe des volatilités initiales est également connue (la notion de courbe de volatilités est précisée

ci-apres),
— il y a indépendance du chemin suivi.

Traduisons d’abord I’hypothése d’indépendance du chemin suivi dans ce contexte. En remarquant que les
fonctions h et h* dépendent de t, on a :

by (u) _ hy—1(u+1) hi_y(1)
hi(u)  hisy(u+1) hyy (1)
En terme de volatilité, cette équation s’écrit :

o, T)=0(t—1,T)

Vu > 1 (8.15)

et donc :
o(t,T)=0(0,T)

Par conséquent, la donnée de la courbe des volatilités initiales, (f(0,7"))r permet donc de reconstituer
toutes les volatilités ultérieures et donc d’expliciter les fonctions hy(.) et hy(.).

Une autre approche consiste a se donner la volatilité du taux court o(t,t + 1) pour tout ¢. En effet, on
peut toujours dérouler la récurrence de I’équation (8.15) pour obtenir :

ho(uw) Y7 hess(1)
i~ LLa (8.16)
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soit, en terme de volatilité :
ot,T)=0c(T,T+1)

Par conséquent, si on se donne a la date 0 la fonction (¢, +1) pour tout ¢, on a alors toutes les fonctions
de volatilité. Ces deux approches sont donc trés souples puisqu’on ne contraint pas les fonctions de
volatilité a avoir une forme particuliére; en revanche, elle nécessite beaucoup d’information notamment
sur les volatilités initiales.

8.5 Applications a la valorisation des biens contingents

Jusqu’a présent, nous nous sommes intéressés aux déformations de la structure des taux et principale-
ment aux contraintes imposées par ’absence d’opportunités d’arbitrage sur ces déformations. Nous allons
maintenant nous concentrer sur I’application & I’évaluation des biens contingents. En effet, la principale
application des modeles décrits aux paragraphes précédents est de donner un prix (d’arbitrage) aux biens
contingents dépendant de la structure des taux et de ses évolutions. Pour simplifier nous nous limitons
au cas ou 'hypothése 1 est satisfaite.

8.5.1 Principe d’évaluation

Il s’agit d’une évaluation par arbitrage, et donc trés similaire aux raisonnements déja tenus, notamment
pour faire apparaitre la probabilité risque-neutre. Considérons un actif dont le processus de prix sera noté
(Cy) tel que Cy soit une fonction connue de Hy(.), ..., Hy(.) :

Ct - Ft [Hl, ceey Ht}
Ainsi Cy est connu a partir de la date t. Constituons un portefeuille, & la date ¢t comprenant :
— Dactif C; (en quantité x)
— un zéro-coupon d’échéance T
Le prix a la date t de ce portefeuille est :

V:L = :L‘Ct +B(t,T)

En t + 1, ce portefeuille ne peut prendre que deux valeurs :

©Fyy1(Hy, oo, Hyy Hipr = h) + oy H(T — t = 1)

Vig1 =

wFip1(Hy, ooy Hyy Hepr = 1) + B]?E,tiﬂ)h*(T —t-1)

On peut donc choisir & la date t, « de telle sorte que les 2 valeurs soient égales. Il faut pour cela connaitre
a la date ¢ : la fonction Fy4q (mais nous avons supposé), les fonctions h et h* et la structure des taux
B(t,.). On obtient donc un portefeuille sans risque puisque sa valeur en ¢t + 1 est connue quelque soit
I’aléa survenant entre t et ¢ + 1. Par absence d’opportunité d’arbitrage, son rendement doit étre égal au

rendement une période :
Vier 1

V,  B(tt+1)

ce qui conduit & :
Ct = B(t,t + ].) {W'Ft-l—l (Hl...Ht, Ht+1 = h) + (1 - 7T)Ft+1 (Hl...Ht, Ht+1 = h*)]
en utilisant :
1-h*()
h(:) = h*(.)

m =

Par conséquent, on a la relation fondamentale d’évaluation :

Cy = B(t,t +1)E™(Crsy | Fy)
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Le prix d’un bien contingent est donc sa valeur espérée (sous ), actualisée. Par récurrence :

Cy = B,E" <g— /}'t> (8.17)

S

avec
t—1 1
| ey
Pt B(k,k+1)

Connaissant ’ensemble des paramétres qui gouvernent le modeéle, on peut donner un prix a tout actif
contingent pour peu que son prix en t soit une fonction connue des aléa survenus jusqu’en t. Ainsi une
option sur un zéro-coupon, d’échéance ¢ est un actif qui donne droit en s & :

[B(s,T) — K|*
ou K est le prix d’exercice de 'option.

Le prix en s de 'option est bien une fonction déterministe des aléa Hq, ..., Hs et donc le prix en ¢ de cette

option est :

[B(s,T) — K]*
B

Avant de donner quelques applications, il est utile d’introduire d’autres probabilités qui permettent
d’exprimer plus simplement les formules d’évaluation.

C(t,s,T,K) = B,.E"

"

8.5.2  Autres probabilités - Probabilités forward-neutres

Quand la probabilité risque-neutre () a été construite, nous avons remarqué qu’elle rendait martingale le
processus des prix actualisés (par le taux court) ; cette propriété incite, en renversant ’argument, & cher-
cher d’autres probabilités rendant martingale d’autres processus que les prix actualisés. Ces probabilités
sont appelés forward-neutres; elles rendent martingales les processus :

B(t,T)

B(t,m)

ol m est une date quelconque donnée. Intuitivement, ceci revient & changer de point de vue : au lieu
d’utiliser le numéraire de la date 0 (comme c’est le cas en prenant (3,), on considére le numéraire de la
date m.

Pour faire apparaitre ces nouvelles probabilités, notées ﬂ'fn, partons de ’équation désirée :

[ B(s,T) _ B(t,T)
E {B(s,m)/ft}B(t,m)’Vt<8<m’T

et de la propriété correspondante sur 7 :

E’f(#/ﬂ)—M

On peut ’écrire :

B(s,T) B(s,m) ) B(,T)
E™ . Fe |l = 8.18
(3(57 m) ﬂs / ! ﬁt ( )
Ainsi apparait naturellement, la quantité :
gsjm — B(S, m)
Bs

qui s’interpréte comme le rapport du prix en s d’1F de la date m et le prix (plus exactement de la valeur
acquise) en s d’1F de la date 0. C’est en ce sens qu’on parle de changement de numéraire. Ce processus
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(Es,m), est martingale sous 7 :

B/ 5) = £ (257 5)

On peut réécrire (8.18) sous la forme :

b (B 7)< 2D g

ou :

= ( B(s.T) Esm B(t,T)
E (B(s,m)'gtjm/ t) B(t,m)

Définissons alors ’espérance par rapport a la probabilité ﬂ'fn par :

68 m
E™n (X, | F] = E™ {XS. - /ft]
t,m

pour toute variable aléatoire X, et on a la forme cherchée :

E™h <% /ﬂ) _ BT

a condition que 7, puisse s’interpréter comme une probabilité (pour que E™m soit une véritable espé-
. . E oy
rance). C'est effectivement le cas puisque = est positif et que :
t,m

gsm
E™m (1] F)=E" <—5’ /}'t> -1
t,m

On a de plus la formule de passage :

T gs,m
E <Xs—5t]m / ft>
B

= ET <XS.—.—t /}'t> (8.19)

E™ (X, | F]

Faisant s =t + 1, on obtient :
f
ETm (X1 [ F] = E™ [Xypa Hepa(m —t = 1) /| F]

de telle sorte que, formellement les espérances sous 77, s'utilisent comme I’espérance sous 7 en remplacant
< eg . f .
dans les calculs le terme 7 par m;, ;4 avec :

i1 = Th(m —t —1)

On remarque que les probabilités forward-neutre dépendent nécessairement du temps ¢.

8.6 Passage a la limite dans les modeles discrets

Il est naturel de chercher la limite des modéles discrets présentés ici lorsque le pas de temps tend vers 0.
En effet, si on prend ’exemple du modéle binomial de Cox, Ross et Rubinstein pour évaluer les options
sur action, celui-ci converge (pour un choix adéquat des parameétres) vers le modéle de Black-Scholes.
Nous verrons ici que les modeéles binomiaux de la structure des taux étudiés dans ce chapitre convergent
vers certains modeéles détaillés au chapitre suivant.
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Pour simplifier, nous nous plagons dans le cas ou la probabilité risque-neutre m ne dépend pas de ¢ et
ou la fonction de volatilité ne dépend que de la maturité T — ¢t. Posons A le pas de temps élémentaire.
Jusqu’a maintenant, A était pris conventionnellement pris égal & 1. Nous allons donc réécrire le modeéle
pour A quelconque. donner Pour cela nous partons des taux forward déja définis dans les autres sections
en introduisant explicitement ce pas de temps. Nous supposons par ailleurs que toutes les conditions de
régularité nécessaires sont satisfaites. L’équation de base s’écrit désormais :

B((n — 1)A,mA)
B((n —1)A,nA)

B(nA,mA) = Hpa((m —n)A) (8.20)

pour n et m deux entiers tels que n < m.
Pour t et T deux réels positifs tels que ¢t < T, nous choisirons n et m de telle sorte que :
lima_onA = t

Iima_,omA = T

En déroulant la récurrence (8.20), on obtient :

B(nA,(m+1)A)  BO,(m+1)A) 17 Heal(m+1—k)A)
B(nA,mA)  B(0,mA) H

(8.21)

La définition naturelle du taux a terme instantané devient :

_ 1. B@A (m+1)A)
f(nA;mA) = ALn Bb.mA)

de telle sorte que pour A tendant vers 0, on ait :

dLn B(t,T)

Jim o)) =~

qui est bien le taux & terme instantané du temps continu.
D’aprés I’équation (8.21), f(nA, mA) s’écrit :

Hia((m —k)A)
HkA((m +1- k)A)

F(nA,mA) = f(0,(m+1)A) + % > Ln (8.22)

Le premier terme converge vers f(0,T) et il reste donc a étudier la convergence du second. Nous adoptons
le paramétrage en fonction des volatilités car c’est le paramétrage naturel des modéles en temps continu.
La volatilité du taux a terme instantané s’écrit :

1

Var(f(nA,mA) | Fin_ya) = 71— ﬂ')P

h((m —n)A) r*((m—n)A) 1?
[L” Mm+1—m)a) " e (m 1 n)A)]

= o((m—n)A)2A

On peut alors reparamétrer les fonctions h(.) et h*(.) en fonction de la volatilité pour obtenir comme
précédemment :

h(uA) = !
m+(1—m)exp| o === U7} A3/20(sA)

h*(ulA) = 1

(1=m)bmean |~ Y217 A3/20(s)|
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Le second terme de I'équation (8.22) s’écrit donc en fonction des € :
=1 k=1
ot la fonction b(.) est égale a :

h(uA)
h((u+1)A)

h*(ul)

b(uA) = mLn h*((u+1)A)

+(1—m)Ln

On a a nouveau deux termes, 'un stochastique et ’autre déterministe.

Convergence du terme déterministe

En utilisant Pexpression des fonctions h(.) et h*(.) et en effectuant un développement limité de la fonction
b(.) au voisinage de A = 0 (au deuxiéme ordre en A3/2), on obtient :

%Zb((mf

k=1

—1 m—n—1

(D o(sA)? = (Y o(s0))?]A% +0o(A%)

s=0

3

[N
I
Il
=}

qui converge donc vers :

%[( /0 " o(s)ds)? — ( /0 oo

Convergence du terme stochastique

Ce terme s’écrit :
1 n
ZO’ m—k)A
k:l

En utilisant le théoréme Central Limite, on déduit que cette quantité converge en loi vers une loi normale
centrée (sous la probabilité risque neutre) de variance :

ou (W) est un mouvement brownien standard sous la probabilité risque neutre.

Au total, on a :

F0.1) = 10.1)+ 31 [ ate)is? = ([ aas?+ [ o@ - aw,

Plus généralement, si la volatilité dépendant explicitement du temps, on aurait :

f(t,T):f(O,T)—i—/o a(s,T)(/ a(s,u)du)ds—&—/o o (s, T)dW, (8.23)

Par exemple, dans le cas du modele de Ho et Lee ou o(¢t,T) = o, on obtient :

f(t,T) = £(0,T) + o*(Tt — g) + oWs.
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On remarque que la limite du modele discret dépend de la fonction de base o(.) mais ne dépend plus de
la probabilité 7. Ainsi lorsqu’on cherche & ajuster un modeéle de Ho et Lee, il y a a priori deux parameétres
a estimer, o et m. Or, dans le modéle limite, seul o intervient. Ceci signifie que tout procédure visant a
estimer & la fois o et m produira des estimateurs trés instables puisque ces deux paramétres ne sont pas
identifiables simultanément dans le modéle limite. En fait, il suffit de fixer une valeur arbitraire pour 7
et d’estimer seulement . Néanmoins, la valeur de 7 joue sur la vitesse de convergence ; en particulier, si
on regarde le terme suivant en A® du développement de la fonction b(.), on constate qu’il est minimum
pour 7 = 1/2. Cette valeur de 7 est donc optimale.

Enfin, notons que p n’intervient pas non plus dans la dynamique risque-neutre de f(t,T) et donc non
plus dans les calculs de prix puisque les prix sont des espérances prises sous la probabilité risque-neutre.
Ces processus-limite réapparaitront naturellement au chapitre suivant.
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9

Introduction aux modéles en temps continu.

9.1 Introduction

Les principaux concepts (absence d’opportunité d’arbitrage, probabilité risque-neutre,...) ont été abordés
dans le cadre des modeéles en temps discret. Il apparait cependant vite nécessaire de travailler dans un
cadre continu pour au moins deux raisons : les modeéles en temps continu doivent certes étre discrétisés
pour étre utilisables (a des fins d’estimation, ou d’ajustement aux données), mais prendre pour point de
départ un modéle en temps discret impose de fixer une unité de temps qui peut ne pas étre simultanément
adaptée a toutes les situations de marché. De plus, travailler en continu impose une théorie mathématique
bien plus complexe mais produit des formules d’évaluation souvent directement exploitables (alors que,
dans les modeles discrets, des simulations sont nécessaires), et rend d’une certaine fagon, les calculs plus
tractables.

Comme dans toutes les théories financiéres, deux voies ont été étudiées. La premiére, naturelle chez les
économistes, est celle de 'équilibre général qui consiste & modéliser les préférences des agents (supposés
rationnels) compte tenu de leur dotation initiale et d’en déduire les prix de tous les actifs. Cette approche
globale a le défaut de reposer, pour étre opérationnelle, sur des hypotheses difficilement vérifiables (comme
par exemple la forme des fonctions d’utilité). La seconde voie est plus modeste car elle suppose donnés
les processus de prix d’un certain nombre de titres existant et en déduit quels doivent étre, pour des
raisons de cohérence, les prix d’autres actifs financiers. Cette régle de cohérence est en fait 1’absence
d’opportunité d’arbitrage. De fait, on appellera ces modéles des modeles d’arbitrage. L’avantage de ces
modeéles est d’étre beaucoup plus opérationnel et seront ceux étudiés dans ce chapitre.

Il y a en outre deux motivations dans la modélisation des déformations de la structure des taux. La
premiére est explicative et consiste a rendre compte de la structure des taux a toute date (hiérarchie des
taux, forme de la courbe...); la seconde réside dans le probléme de 1’évaluation par arbitrage des biens
contingents (options, contrats & terme, swaps...). Les premiers modeles en temps continu sont apparus
avant le modéle discret de Ho et Lee, vers le milieu des années 70, notamment & la suite des travaux
de Black-Scholes sur 1’évaluation des prix d’options sur actions. En effet, comme il apparait clairement
dans les chapitres précédents, les obligations, et plus généralement les titres dépendant de la structure
des taux ne peuvent étre considérés comme des actions, ne serait-ce que parce que les prix zéro-coupon
sont non aléatoires a leur échéance. Il est alors nécessaire de développer une théorie propre au marché
des titres dépendant de la structure des taux.

Nous suivrons un plan proche de celui du chapitre précédent, correspondant au cadre construit par
Heath, Jarrow et Morton . Dans un premier temps, nous nous donnerons une structure probabiliste pour
les évolutions possibles de la courbe des taux. Puis nous traduirons I’absence d’opportunités d’arbitrage
pour aboutir au fait que ces modeéles sont entiérement paramétrés par une fonction de volatilité (des
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taux a terme instantanés, par exemple). Enfin, des hypothéses additionnelles seront nécessaires pour
obtenir une spécification compléte des modeles. Ces hypothéses additionnelles consisteront, par exemple,
a supposer 'existence de variables d’état. Ainsi tous les prix zéro-coupon & une date donnée deviennent
fonctions de ces variables d’état. Cette idée a une traduction naturelle pour les applications financiéres
puisque les stratégies de couverture se réduisent & une immunisation vis & vis de ces variables d’état
sous-jacentes. De fait les financiers souhaitent pouvoir donner des prix qui ne dépendent que d’un petit
nombre de variables financiéres.

Avant d’entrer dans les détails, nous rappelons les principales notations utilisées en temps continu. Comme
toujours, nous noterons B(t,T) le prix en ¢t d’1 euro regu en T avec, bien-sr B(T,T) = 1 pour tout 7.
Les taux a terme instantanés f(¢,T) seront également souvent utilisés; ils sont définis par :

F(.T) = —n B(t,T)
ce qui est équivalent & :
B(t,T) = exp — /T f(t,s)ds
t
Le processus du taux court (r;) est défini par :
ry = f(t,1).

La valeur acquise en ¢t d’1 euro placé en 0 et réinvesti continiment au taux court (rs) est donc :

t
B, = exp/ rsds
0

On remarque alors que, dans le cas o les taux sont déterministes (i.e : non aléatoires) et uniquement
dans ce cas, on a par absence d’opportunité d’arbitrage :

T
Vit<T, B(t,T):e:z:pf/ rsds
t

9.2 Le cadre probabiliste et 1’absence d’opportunités d’arbitrage (Heath,
Jarrow et Morton)

Comme nous 'avons expliqué dans l'introduction, nous donnons une structure probabiliste pour la dy-
namique de ’ensemble de la structure des taux puis nous dérivons les contraintes imposées par ’absence
d’opportunités d’arbitrage. De ce point de vue, les modéles exposés ici sont les prolongements continus
des modeles discrets du chapitre précédent.

L’absence d’opportunité d’arbitrage est traduite par ’existence d’une probabilité risque-neutre. On a vu,
en effet, dans le cas discret, que les deux hypothéses : absence d’opportunité d’arbitrage et existence d’une
probabilité risque-neutre étaient équivalentes. Dans le cas continu, les choses sont plus compliquées. Nous
admettrons que ’hypothése jointe d’absence d’opportunité d’arbitrage et de complétude des marchés est
équivalente & 'existence d’une unique probabilité rendant tous les prix actualisés martingales.

Nous retrouverons ensuite par des hypothéses additionnelles certains modéles traditionnels comme ceux
de Vasicek et Cox, Ingersoll et Ross.

Comme point de départ du modeéle, il faut bien se donner une structure stochastique. Ici, on modélise les
taux a terme instantanés comme dans Heath, Jarrow et Morton mais on pourrait tout aussi bien partir
des prix des zéro-coupon comme au chapitre précédent. Nous ferons le lien entre ces deux approches
équivalentes.
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9.2.1 Les mouvements de la structure des taux

Comme nous venons de le dire, nous utilisons une famille de processus pour I’ensemble de la structure des
taux. Heath, Jarrow et Morton (1992) choisissent de spécifier les taux & terme instantanés. Cette famille
est prise sous la forme suivante :

t t
f(t,T) :f(O,T)+/ a(s,T)ds+/ o(s,T) .dWs (9.1)

0 0
ou (f(0,T))r décrit la structure des taux initiale et est supposée donnée et ou (W;) un mouvement
Brownien de dimension K sous la probabilité P, ou P est la probabilité “objective” des événements.

o(t,T) est la volatilité des taux a terme instantanés et o(¢,T)" sa transposée.

Sous forme d’équation de diffusion, on peut aussi écrire :

K
df (t,T) = o(t, T)dt + > os(t, T)dW;
=1
qu’on écrira encore :
df(t,T) = a(t, T)dt + o(t, T) .dW; (9.2)

Les fonctions a(t,T') et o(t,T) sont a priori quelconques et peuvent étre en particulier aléatoires. Elles
doivent toutefois satisfaire des conditions de régularité assurant l’existence d’une solution pour I’équa-
tion (9.1) et la légitimité des calculs qui vont suivre. D’une maniére générale, nous n’insisterons pas sur
ces conditions techniques. De plus la fonction volatilité vérifie une condition d’identifiabilité, qui assure
qu’il n’y a pas d’aléa redondants :

Hypothése La fonction de volatilité satisfait :

o(t,Ty)
: est inversible pour tout ¢ et tout (17, .., Tk) (9.3)
o(t, Tk)

Le processus du taux court est obtenu tres simplement & partir de (9.1) en faisant T' =1t :
Tt - f(tv t)
¢ ¢
= f(0,t)+ / a(s,t)ds + / o(s,t) .dWs (9.4)
0 0

On déduit enfin le processus des prix zéro-coupon & partir de la formule usuelle :

T
B(t,T) = e:cp—/ f(t,s)ds.

En remplagant f(¢,s) par son expression (9.1), et en utilisant le théoréme de Fubini pour les intégrales
stochastiques (valide d’apres les conditions de régularité imposées aux processus de dérive et de volatilité),

on obtient :
w1y [ s [as [ ot rin— [ < /t%(s,%)’.dws ©5)

On peut arranger cette expression en utilisant I'expression du taux court. En effet, d’aprés I’équation
(9.4), on a:

/Otrq—dT _ /Otf(o,f)d7+/0tdf (/OT a(s,r)ds) +/0td7/070(877)4dws
/Otf(O,T)dTJr/Otds </Sta(s,r)dr> +/0t </St(7(8,7')d7>/.dWS
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ce qui donne avec (9.5) :
¢ T
Ln B(t,T) = Ln B(0,T) +/ rs— / a(s,T)dr
0 s

L’équation de diffusion correspondante s’écrit alors :

t
ds+/
0

_/TU(S,T)dT] AW (9.6)

/

dLn B(t,T) = |ry — /T alt,)dr| dt + |— /T U(t,T)dT] AWy
t t
ou encore, en utilisant le lemme d’It6 :
dB(t,T) = [r(t) + b(t, T)|B(t, T)dt + B(t,T)5(t,T) .dW; (9.7)
ot b(t,T) et 5(t,T) désignent :*
5t,T) = — [ o(t7)dr
b(t,T) = — [l a(t,7)dr + L5t T)|?

A ce stade, aucune contrainte n’est imposée : les équations (9.5) et (9.7) ne sont que les conséquences du
modele général (9.1) :

Proposition 16 Si la dynamique des tauz & terme instantanés s’écrit :
t t
F6T) = £(0,T) +/ a(s, T)ds +/ o (s, TY.dWV,
0 0
alors les prix zéro-coupon et le taux court instantané s’écrivent :

B(t,T) = B(O,T)emp[fg |:7‘5 — fST a(s,r)dr} ds—&—fg [— fSTO'(S,T)dT}/.dWS]

e = f(0,t) + fot a(s,t)ds + fot o(s,t).dW;

Disposant des processus de prix, nous pouvons maintenant traduire les contraintes induites par ’absence
d’opportunité d’arbitrage.

9.2.2  Absence d’opportunités d’arbitrage

Le raisonnement heuristique habituelle consiste a construire un portefeuille localement sans risque dont
le rendement instantané doit alors étre le méme qu’un placement au taux court ;.

Considérons un portefeuille de K + 1 titres zéro-coupon d’échéance T3... Tk 1, en proportion xi...Tx41.

La valeur de ce portefeuille & la date ¢ est donc :

K+1
Vi= > axB(t,Tk)
k=1

Choisissons z1...x k41 de telle sorte que V; soit localement sans risque, et exprimons le fait que V; a alors
le méme rendement que le rendement sans risque; on a alors la condition suivante :

K+1 K+1
> wkB(t,Th)6; (6Te) =0, j=1.K] = [>_ xxB(t,Ti)b (¢ Tx) = 0]
k=1 k=1

L] || designe la norme cuclidienne de RE.
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D’aprés le lemme de Farkas, il faut et il suffit que :

K
Fprprs Vi, bET) + Y ¢k (Th Tici) 63 (,T5) = 0 (9.8)
k=1
qu’on peut écrire encore :
Fe=(prpr), Vi, bt T) =—¢t,Th,...,Txt1) (¢, T;) (9.9)
Les ¢, dépendent a priori, de t, 17, ..., Tky1. Cependant comme les dates d’échéance T, ..., Txky1 sont
quelconques, ils ne dépendent pas de T, ..., Tk 1. On les notera par la suite ¢ (t),..., @1 (t). Ils s'in-

terprétent comme des prix du risque associés & chacun des processus Browniens. La contrainte d’absence
d’opportunités d’arbitrage impose donc des restrictions sur les termes de dérive et de volatilité de la dyna-
mique des prix zéro-coupon. En dérivant par rapport a T cette condition, on obtient de fagon équivalente
une contrainte sur les termes de dérive et de volatilité correspondant aux taux a terme instantanés :

Proposition 17 L’absence d’opportunités d’arbitrage implique la contrainte suivante sur la dynamique
des priz et des taux a terme instantanés :

Jo = (p1...0x) tel queb(t,T) = —p(t).5(t,T), VT >t (9.10)
ou de fagon équivalente :

a(t,T) + 6t T).o(t.T) = —p(t) .o(t,T) (9.11)

9.2.3 Changement de probabilité

Comme dans les modeéles en temps discret, ’absence d’opportunités d’arbitrage implique 'existence d’une
nouvelle mesure de probabilité dite risque-neutre, notée @), sous laquelle les processus de prix actualisés
sont martingales. En injectant (9.10) dans I’équation de diffusion des prix, on voit que :

dB (t,T) =rB(t, T) + B(t,T)é(t,T) .dW; (9.12)

avec

th =dW; — ‘P(t)dt
avec @(t) = (p1(t), ..., ok (1))

Le processus des prix actualisés (Z (¢,T)), est alors martingale sous la mesure de probabilité qui fait de

(Wt) un mouvement Brownien standard. Ceci résulte du théoréme de Girsanov.?

Ce changement de probabilité s’écrit :
d ‘ 1t
L= e [/0 (s)dW, — 5/0 | (s) |12 ds]

= et [ et P ]

Le processus (Z(t, T) = B%’T)) est donc martingale sous () puisque, d’aprés (9.12) :
¢ e

dZ(t,T) = o(t, T) .dW;
Comme B(T,T) =1, on a alors :

B(t,T) = E® [5—;/&}
(9.13)

EP [exp — ftT rsds / ft}

2Le prix du risque @ est supposé de carré intégrable.
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ou encore, en utilisant la probabilité P :

B(t,T) = EF

T L
e:z:p—/ rods. == |/ Fi
t Ly

En résumé, il faut retenir que sous ’hypothése d’absence d’opportunités d’arbitrage, il existe une nouvelle
mesure de probabilité @ sous laquelle les prix ont la dynamique donnée par I’équation (9.12). Comme on
le verra, tous les problémes d’évaluation se posent sous cette probabilité; on peut dés lors “oublier” la
probabilité initiale P.

De plus, ayant défini ce changement de probabilité, on peut exprimer tous les processus de diffusion
donnés jusqu’a présent (taux & terme instantanés, prix zéro-coupon, taux court...) sous cette nouvelle
mesure de probabilité.

Exemple 5 Utilisation du théoréeme de Girsanov

Nous donnons un exemple trés simple pour montrer comment le théoréme de Girsanov peut s’utiliser
en pratique. Plagons nous dans le cas K =1 (un seul Brownien) et ©(t) = @. Montrons par exemple
que la variable aléatoire Wy suit, sous (Q, une loi normale d’espérance nulle et de variance t. Pour toute
fonction i, on a :
dq)

B ((Wo)(=5): / Fo)

EQ((Wy) / Fo) P

= [ vearleli + 50ap()

= / b(We — gt)expleW; — %<P2ﬂdp ()
Q

Sous la probabilité P, Wy suit une loi normale d’espérance nulle et de variance t; on a donc :

it +m 1,2 .’172
B 5 = [ v et
Foo 1 o2
= ¥(y) e S dy

o V2rt

en posant y = x — @t. Il est alors clair que Wy suit, sous Q, une loi normale d’espérance nulle et de
variance t.

9.3 Le modeéle sous la probabilité risque-neutre

9.3.1 Les taux a terme instantanés

On obtient trés simplement la dynamique des taux & terme instantanés a partir de I’équation de base :

df(t,T) = a(t,T)dt+o(t,T).dW,

/

— l /TU(t,T)dT] o(t, T)dt 4+ o(t,T) .dW () (9.14)

Exemple 6 Volatilité constante

Nous nous intéressons ici au cas ou la fonction de volatilité est supposée constante : o(t,T) = o et ou
K = 1. Dans le chapitre précédent, nous avons vu qu’une des caractéristiques du modéle de Ho et Lee
était d’avoir justement des volatilités des taux a terme instantanés constantes. De plus nous avions donné
la limite en temps continu de ce modéle que nous allons retrouver ici. Nous avons en effet :

df(t,T) = o*(T — t)dt + odW;.
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soit en intégrant :
2

£ T) = £(0,T) + 0(Tt — %) + o7,

qui est bien conforme a l'expression obtenue au chapitre précédent par passage & la limite. On retrouve
ainsi comme cas particulier le modéle de Ho et Lee. On pourrait retrouver de méme les modéles & volatilité
exponentielle en prenant o(t,T) sous la forme e~ At=s)

9.3.2 Processus du tauzx court

L’équation (9.4) nous a donné la forme de (1), qui s’écrit désormais a l'aide de (Wt) :

= 100+ [ o)+ o) ol ds+ [ ol erab.
soit, :

+/0</ )ir)

Ainsi, sous @, le processus suivi par (r;) ne dépend plus du prix du risque de méme que les prix des titres
zéro-coupon.

(s,t)ds + /Otrr(s,t)’.dWS (9.15)

Exemple 7 Volatilité constante et volatilité exponentielle. Si les volatilités sont constantes, l’équation

(9.15) devient :
2

t ~
ry = f(0,1%) -‘rO'QE + oWy

ou
dry = p(t)dt + odW,

avec

u(t) = ot + 02 £(0,1)

Le processus (r¢) est donc une marche aléatoire avec dérive.

A(T—s)

Lorsque la fonction de volatilité est exponentielle : o(s,7) = ge™ , alors r; est égale a :

2 pt t -
re=F0.0+ 7 / eI (1 = e N =)ds 4 o / eI,
0 0

Il est alors facile de voir que (r;) suit un processus d’Ornstein-Uhlenbeck de la forme :

dry = (0(t) — Ary) dt + odW;

avec 0(t) = 92f(0,t)+Af(0,t)+021=5— 211 faut remarquer que le processus du taux court est également
un processus de type Ornstein- Uhlenbeck sous P, uniquement si le prix du risque est une fonction non
aléatoire du temps. Dans ce cas, seule la fonction 6(t) est modifiée.

9.3.3 Les prixz zéro-coupon

Sous la mesure @, le processus des prix vérifie :

dB(t,T) = r(t)B(t,T)dt + B(t,T)&(t,T) .dW;

Comme attendu, le taux de rendement espéré (instantané) est égal, dans I'univers corrigé du risque (i.e :
sous la probabilité @), au taux court sans risque r;. Nous récapitulons ces résultats sous la proposition
suivante :
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Proposition 18 Sous la probabilité risque-neutre (), les taux a terme instantanés et les prix zéro-coupon
suivent les équations de diffusion suivantes :

/

dET) = [ fa(t,f)dr o, T)dt + o (t, TY AV (1) (9.16)

dB(t,T) = r(t)B(t,T)dt+ B(t,T)(t,T) .dW; (9.17)

ou : .
F(T) = —/ o(t, 7)dr.
t

et la dynamique du taux court instantané s’écrit :

re= £(0.8) + /Ot </Sta(s,7')d7'>

ot (W) est un mouvement Brownien standard sous Q.

/

o(s,t)ds + /t o(s,t) .dW, (9.18)

On voit a ce stade qu’on aurait pu spécifier directement les prix zéro-coupon en disant qu’il existe une
mesure de probabilité @ telle que les prix zéro-coupon suivent une diffusion du type (9.16). Le modéle est
alors paramétré par la fonction &(.,.) et non plus par o(.,.). La dynamique des taux & terme instantanés
s’en déduit par la formule :

f(,T)=—0,Ln B(t,T)

en remarquant que les deux paramétrages (.,.) et o(.,.) sont équivalents :

o(t,T) = —s5(t,T)

a(t,T)=— o(t,7)dr
o [ o) 1<:> g(t,t) = 0Vt

Cette approche est celle du modele El Karoui, Myneni et Viswanathan.

9.3.4 Exemple : forme de la courbe des taux dans le cas d’une volatilité constante

Il s’agit d’une application directe des calculs sous la probabilité @ :
_ po | B
B(t,T)=E~|= /&
T

soit :

B(t,T) = E9

T
exp —/ rsds / .7-}]
t

La loi de (r;) et donc de la variable ftT rsds est donnée sous @ par I’équation (9.18). Dans le cas ou les
fonctions de volatilité sont déterministes, (r;) est un processus gaussien sous @ ; la variable ftT rsds est
donc gaussienne également et B(t,T) est donnée par la formule usuelle :
V(t,T
B(t,T) = exp [ZV[(t,T) + %]

ou

Mt,T) = E©

/t U s ft]
[ " ds | ft]

V(t,T) = Var®
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Partons de la dynamique de (r;) sous hypothése de volatilité constante (avec K = 1) :
o? ~
Ty = f(O,t) + EtQ + UWt

Par conséquent, le taux r, suit conditionnellement & F; une loi gaussienne d’espérance r; — f(0,t) +
f(0,7)+ %2(72 —t2) et de variance o%(7 —t). La variable aléatoire Y = ftT r-d7 suit donc elle-méme une
loi gaussienne :

(@)
Y /F ~ NM(EtT); V(t,T))

M(t,T) = (T —t)(r, — £(0,8)) + [ £(0,7)dr + %Q(T — t2(T +2t)
et
V(t,T) = Var?( / ' oW,dr | F)

= VarQ(/TdT/TdWS / Ft)

_ VarQ(/T(T — AW, | )

= ?(T —t)3
et donc : )

B(t,T) = %em — (T =1)[r — £0,8) + %t(T —#)]

Le fait d’imposer une volatilité constante implique donc que toute la structure des taux en ¢ ne dépend
que du taux court 7 (et de termes déterministes). On obtient ainsi un modele de taux & une variable
d’état.

On pourrait de méme calculer les prix zéro-coupon lorsque les volatilités sont exponentielles (o(s,t) =
ae*A(t*S)). Les calculs sont du méme type que précédemment. Le coefficient de r; est alors 71787;”7“

9.4 L’introduction de variables d’état dans les modéles HJM

Le modele de taux décrit ici est entiérement paramétré, sous la probabilité risque-neutre @, par la fonction
de volatilité o(¢,T). A ce stade, ce modele est encore trop général puisque cette fonction de volatilité
est a priori quelconque. Comme au chapitre précédent, il est donc nécessaire de faire des hypothéses
supplémentaires. La premiére idée est de prendre des fonctions de volatilités particuliéres (volatilité
constante, exponentielle...). Nous avons vu cependant que, dans certains cas, ce genre d’hypothése était
équivalente a l’existence de variables d’état. Nous allons systématiser cette idée et nous verrons que
cette hypothése est dans certains cas suffisamment contraignante pour permettre une paramétrisation
“parcimonieuse” de la volatilité o (¢, T).

Nous traitons essentiellement deux cas. Le premier suppose que la fonction de volatilité o (¢, T') est déter-
ministe ; le second permet a o(t,T) d’étre fonction de variables d’état.

9.4.1 Généralités sur les modéles factoriels

Nous précisons dans ce paragraphe les différentes hypothéses de variables d’état qui peuvent étre faites.
Elles consistent & supposer que toute la courbe des taux a la date ¢ est fonction de variables d’état
particuliéres. Nous supposons ainsi :
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Hypothése : [Structure factorielle linéaire] Il existe K variables d’état Fiy, ..., Fx: telles que :

Vt<T, f(t,T) = b(t,T) + al(t,T)Fu +...+ aK(t,T)FKt

= b(t,T)+a(t,T) .F
ou les fonctions b(t,T') et a(t,T) = (a1(t,T),...,ax(t,T))" sont déterministes.

Avec la terminologie des chapitres précédents, les fonctions a;(.,.) sont les sensibilités aux facteurs (factor
loadings). En éliminant les variables Fi;, on peut toujours identifier les variables d’état & des taux
particuliers (ou méme des combinaisons de taux) de telle sorte qu’on aura la caractérisation équivalente
suivante :

VE<T, f(t,T)=b({T)+ar(t, T)f(t,t +01) + ... +ax(t, T) (¢, + 0k)

ou 61, ..., Ok sont K maturités quelconques distinctes. Sous cette forme, les fonctions b(.,.) et a(.,.)
doivent satisfaire les conditions de compatibilité suivantes :

bt,t+6;) = 0
a;(t,t+6;) = 1
aj(t,t+6;) = 0 (j#1)

9.4.2 Volatilité déterministe et variables d’état

Pour simplifier la présentation, nous supposons ici que la volatilité o(¢,T) est déterministe et homogeéne
au sens ou elle ne dépend que de la maturité T — ¢ :

Hypothése :
o(t,T)=0(T —1t)

ot o(.) est une fonction déterministe.

Les taux & terme instantanés sont donc gaussiens sous la probabilité () et également sous la probabilité
historique P si le prix du risque ¢(t) est déterministe. Ce modele est appelé également modele linéaire
gaussien dans le cas plus général ou la fonction de volatilité o(¢,T) dépend de t et T (et non pas seulement
de T —t).

Se plagant maintenant dans le cadre de I’hypothése factorielle linéaire, nous allons traduire les consé-
quences de cette hypothése en calculant la forme de la volatilité o(.), des sensibilités a(.,.) et du terme

b(.,.).

Pour cela, nous utiliserons la notation suivante :*

qui permet d’écrire :

f(t,T)zf(O,T)+/0 U(T—S)’.&(T—s)ds+/0 (T — s).dW,

ou encore :

df(t,T) = o(T — s)'.6(T — t)dt + o(T — t)'.dW; (9.19)

Il nous faut également la dynamique des variables d’état que nous prenons sous la forme :
dFy = Dydt + Vi.dW, (9.20)

ou les Dy est le vecteur de dérive et V; la matrice de volatilité, D; étant a priori aléatoires.

311 s’agit, au signe pres, de la méme notation que précédemment.
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Si on identifie les représentations (9.19) et (9.20), on obtient alors :

o(T—-t).6(T—t) = a(t,T).Di+ 01a(t,T).Fy + 01b(t, T)
(9.21)
o(T —t) = V/.a(t,T)

Sous cette forme, on voit déja que V; est nécessairement une matrice déterministe. Par ailleurs, limitons
nous au cas a(t,T) = a(T—t) ce qui implique que V; est une matrice constante V' ; on a alors en remplagant
la fonction a(T — t) par V/~'.o(T —t) dans la premiére équation du systéme (9.21) :

o(T —t).5(T —t) =o(T —t).[V 1D, — d0(T —t)) .V L. F, + 0,b(t,T)

Ce systéme est vérifié quelque soit 7' > t. On peut alors empiler cette équation prise en différentes
valeurs de T : t + 01, ..., t + 0 pour obtenir un systéme de K équations dont les inconnues seraient
les composantes du vecteur V~!.D;. Ce systéme est de plus inversible par les conditions imposées par
I’hypothése initiale 9.2.1. La résolution du systéme montre que V~'.D; est affine en F;. De plus le
coefficient de F; dans cette combinaison affine doit étre constant (i.e : indépendant de t). On écrira donc
Dy sous la forme :

Remplagant D, par cette expression dans la premiére équation du systéme (9.21), on obtient :
o(T—t).6(T—t)=(-T'".V'" o(T —t) = V' "100(T — t)).F, + 01b(t, T) + o(T — t).V1L.4(t)

Puisque 6(.) et o(.) sont déterministes, il faut donc que la partie stochastique s’élimine ; la fonction o(.)
doit donc vérifier :

do(z) = =V LI.V] .o(x) (9.22)
dont la solution est de la forme : .
o) = Zediwffou
i=1

ol les parameétres \; sont les valeurs propres de la matrice I' et o(; des vecteurs constants. De la méme
fagon, la fonction a(.) suit le méme type d’équation différentielle : da(x) = —I".a(x)

Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante :

Proposition 19 Sous ’hypothése de structure factorielle et sous l'hypothése de volatilité o(t,T) déter-
ministe et homogéne, la dynamique des variables d’état a la forme particuliére suivante :

dF, = (¢(t) — T.F,)dt + V.dW,.

De plus, la volatilité est nécessairement de type exponentiel ainsi que les sensibilités aux facteurs af(.).
Ces deuz fonctions sont solution de :

do(z) = —[V II.V].o(x)
da(z) = -T.a(z)

Il n’est pas difficile de démontrer la réciproque de cette proposition; il suffit pour cela de s’inspirer
du chapitre précédent ol nous avions montré que les volatilités exponentielles induisaient des relations
(linéaires) entre les taux. La matrice I" étant quelconque, il est clair que les valeurs propres A peuvent é&tre
multiples ou complexes. Si elles sont multiples, les termes exponentiels dans I’expression de la volatilité
sont précédés de polyn”mes. Lorsqu’elles sont complexes, la matrice I' étant réelle, la volatilité contient
des termes en cosinus et sinus (éventuellement amortis). Nous supposerons en général que les valeurs
propres de la matrice I" sont simples et réelles.

Compte-tenu de la forme de Dy, il faut remarquer que la dynamique des facteurs (F;) est d’'un type trés
particulier ; on peut la voir comme un processus de type Ornstein-Uhlenbeck généralisé. Remarquons
également qu’a ce stade il reste des problémes d’identifiabilité puisqu'un modéle factoriel linéaire est
toujours défini & une transformation linéaire prés des facteurs. Il est facile de voir que, pour l'instant,
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seules les valeurs propres de la matrice I' sont bien identifiables. Ainsi, ces valeurs propres sont intrinséques
au modeéle au sens ou elles ne dépendent pas de la base particuliére choisie pour les facteurs. En revanche
la matrice de volatilité des facteurs V' en dépend évidemment.

Pour achever I'identification compléte du modeéle, il suffit d’identifier F; & un vecteur de taux particuliers

(ft,t+64,..., f(t,t+ 0K))’, ce qui revient & imposer les conditions de compatibilité :

b(t,t +6;,) =
a;(0;) = 0 (j#1)

Cette contrainte permet d’imposer des conditions initiales pour I’équation différentielle sur les fonctions

a(.) et o(.).

Il reste alors & déterminer la fonction b(¢,T"). D’apres le systéme (9.21), il vient :

0
1
0

Ob(t,T) =0(T —t).6(T —t)— (T —t) .V 1 o(t).

Tout revient donc & déterminer la fonction ¢(¢). En intégrant et en faisant T =t + 6;, on obtient :
t t
=b(0,t+6;) = / o(t+6;—s).o(t+06;—s)ds— / a(t+6; — 5)’.V_1.<75(5)ds
0 0

La fonction b(0,%) est connue pour tout ¢ dés que la courbe des taux initiale est connue (b(0,t) =
£(0,t) — a(t)’.Fp) ; par conséquent, en empilant I’équation précédente pour i = 1,..., K, on obtient un
systéme de K équations permettant d’expliciter les K composantes de la fonction ¢(.). Le terme de dérive
¢(t) est donc fonction de la courbe des taux initiale.

Remarque 1 Puisqu’on a obtenu lexpression de f(t,T), on peut calculer les priz zéro-coupon par la
formule :

B(t,T) = e:cp[f[ f(t,s)ds]

Il existe d’autres moyens. En effet, sous Q, B(t,T) vérifie également :

B(t,T) = E?(cap|— /t rods) | )

qu’on peut calculer directement puisque (ry) est un processus gaussien. Par ailleurs, puisque B(t,T) est
une fonction déterministe B(t, T, F;) de t, T et Fy, on peut lui appliquer le lemme d’Itd et traduire le
fait que le terme de dérive dans la dynamique de (B(t,T)) est égale o r,B(t,T). On obtient alors une
équation auz dérivées partielles dont B(t,T) est la solution :

0B OB 1. .. 0°B
S T o (1) = TF) + 3TrV! s,

V]=rB

avec !
B(t,t,r) =1, Vt

Exemple 8 Le modéle de Vasicek. Les développements précédents permettent de reconsidérer le modéle
proposé par Vasicek. Pour cela, on se place dans le cas particulier ot K = 1 et ou l'unique facteur Fy est
identifié au taux court ry, ce qui impose :

La dynamique du tauz court s’écrit donc :

dry = (p(t) — Ary) + odW,
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La fonction de volatilité est égale a :
et la sensibilité au facteur :
Puisque b(t,t) =0, on a :

T T
bt T) = / o(T — 5)p(s)ds — / (T — $)5(T — s)ds
t ¢
Connaissant la structure des taux initiale (c’est-a-dire b(0,.)), on déduit l'expression de la fonction ¢(.) :
o 27t
p(t) = 02f(0,1) + Af(0,) + 5(1 —e )

On en déduit plus généralement l’expression de la fonction b(.,.) :

2
b(t,T) = F(0,7) = T £(0,8) + e T (1 = e A=) (1 — )

Au total, la courbe des taux a la date t a la forme suivante :

o2

B(t,T) = B (0,t,T)exp — [a(T — t)(ry — £(0,t)) + o= e 2T — t)?]

N . L L 1— —X(T—t)
ot la fonction a(T —t) est égale o ~——~——.

Remarque 2 Si on fait A\ = 0, on retrouve bien la formule donnée dans le cas de la volatilité constante).

Le modele de Vasicek proprement dit consiste & supposer que la fonction ¢(t) est une constante ¢, ce qui
implique une forme particuliére de la courbe des taux initiale. Les prix zéro-coupon se simplifient pour
donner :

¢ o? ¢ o2 o?
B.T) = expl(§ — 25T 1) = (i~ (§ — Z5)aT 1)~ Ta(T ~ 1)
9.4.3 Volatilités non déterministes et variables d’état

Nous supposons désormais que les volatilités sont non déterministes; plus précisément la fonction o(t,T)
est de la forme :
o(t,T)=oc(F, T —1)

ou F} est comme précédemment un vecteur de variables d’état et o(.,.) une fonction déterministe.

Introduisons & nouveau la notation suivante :
T
o(Fy,x) = / o(Fy,y)dy.
0

Le modeéle linéaire gaussien décrit au paragraphe précédent est évidemment le cas particulier ou la vola-
tilité ne dépend pas des facteurs F;. Nous nous plagons sous 'hypothése de structure factorielle linéaire.
La démarche adoptée ici est trés similaire a celle du paragraphe précédent. Ainsi, identifiant les parties
dt et dWy, on obtient & partir de :

ft,T) = a(T —t).F,+btT)
dF, = Dydt + V,.dW,

le systéme d’équations :
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o(Fp, T—t).6(F,T—t) = a(T—1t).Dy— 0a(T —t) .Fy+ 01b(¢t,T)
(9.23)
o(F, T —t) = V/.a(T -1t)

Afin de simplifier les écritures, on pose :

ce qui implique :
(Fy, T —t)=V/ AT —t)

En remplacant la fonction o(.,.) par son expression en fonction de a(.), on obtient I’équation :

a(T — ) V. V] AT —t) = (T — t)/.Dy — a(T — t).F, + 91b(t, T)

Cette équation est satisfaite pour toute valeur de T' > t. On peut alors utiliser le méme argument que dans
le paragraphe précédent. Ainsi, prenant suffisamment de valeurs T, on obtient un systéme d’équations
d’inconnus Dy et V;.V/ qu'on peut inverser. 4 Par conséquent, D; et V;.V/ apparaissent comme des
fonctions affines de F;. On écrira donc :

O/llFt+511(t) O/lmFt+51m(t)
ViVl = : :

a{rrLlFt+ﬁ7n1(t) a{rerFt+ﬁm7n(t)
D, = ¢(t)-T.F

Le carré de la volatilité des facteurs est donc nécessairement affine en les facteurs. La forme donnée
ci-dessus est en outre contrainte pour des raisons de symétrie par :

Qi = aji, Yi£]
B; i = B jis Vi#]
Si on remplace maintenant D; et V;.V; par leur expression dans la premiére équation du systéme, on

voit que nécessairement les sensibilités aux facteurs (plus exactement la fonction A(.)) doivent vérifier
l’équation différentielle suivante (en intégrant une fois) :

DA(r) = DA(0) ~ T'A(x) — 5( D a1y Ai(x) A;(x) (924

3,j=1
qui est une équation de Riccati & K dimensions. On retrouve a nouveau le modéle linéaire gaussien (et
donc les solutions de type exponentiel) en prenant comme cas particulier o;; = 0. On a donc :

Proposition 20 Sous I’hypothése de structure factorielle linéaire et si la volatilité des taux o terme
instantanés est stochastique (de la forme o(Fy, T —t)), alors la dynamique des variables d’état a la forme
particuliére : R

dFy = (p(t) — T.Fy)dt + V;.dW,y
ou V;.V/] s’écrit :
g Fr 4 Ba(t) oo By B2
A z z
afml'Ft+67n1(t) Oé{rrwn'Ft+5m7n(t)

La fonction de volatilité des tauzx a terme instantanés s’écrit :

o(t,T) =V/.a(T —t)

1En fait, il n’est pas certain qu’on puisse toujours inverser ce systéme.
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ou les sensibilités aux facteurs A(x) = fow a(y)dy suivent l’équation de Riccati suivante :

DA(x) = DA) ~ T'A(x) — 2(D 03y Ai(x) A5 (x))

4,J=1

Faisons quelques remarques. Premiérement, contrairement au modele linéaire gaussien, on ne peut en
général résoudre explicitement cette équation de Riccati sauf dans le cas d’une seule variable d’état
K = 1. Il y a cependant un cas ou ’équation de dimension K peut étre résolue. Il s’agit intuitivement
du cas ou ce systéme de Riccati peut s’écrire comme K équations de Riccati & une dimension. D’aprés
la forme de 1’équation (9.24), on voit que ceci n’est possible que pour des valeurs trés particuliéres des
parametres I' et oy;.

Deuxiémement, rien n’assure que la matrice V;.V/ soit positive; c’est la raison pour laquelle on propose
des formes particuliéres de cette matrice qui conservent le caractére linéaire mais qui assurent la positivité.

Troisémement, comme dans les modéles a volatilité déterministe, tous les parameétres ne sont pas identi-
fiables tant qu’on n’a pas précisé quelle base de facteurs on choisit.

Enfin, il reste a déterminer la fonction b(.,.) qui se déduit des fonctions ¢(t) et B(t) :

K

0ub(t,T) = > By(t)ai(T — ) A;(T — t) — a(T — 1) (1)

soit :
WL T) =507 = 3 /0 By5(s)ai(T — ) A;(T — s)ds — /0 oT — 5. $(s)ds

Si on identifie les facteurs a des taux particuliers F; = (f(¢,t + 61, ..., f(t,t + 0k))’, on alors par les
relations de compatibilité :

=b(0,t+6;,) = —f(0,t+80;)+a(t+6;) F
K t
= Z/ Bij(s)ai(t+0; — s)A;(t + 0; — s)ds
i,j=170
t
f/ a(t+0; —s) . p(s)ds, Vi = 1,.,K
0

On voit alors que la courbe des taux initiales ne suffit pas pour déterminer les ﬂ@ fonctions 3,;(.) et
les K fonctions y(.). Il reste donc des degrés de liberté supplémentaires. On peut imposer que certaines
de ces fonctions sont constantes, par exemple les 3;;(.).

Afin de donner des illustrations de ce modéle, nous regardons les cas particuliers proposés dans la litté-
rature.

9.5 Exemples de modeles linéaires a volatilité stochastique

9.5.1 Le modéle o un facteur (Cox, Ingersoll et Ross)

Il consiste & se placer dans le cas K = 1. Comme nous l'avons dit précédemment, il est alors possible
d’obtenir des formules explicites pour les prix zéro-coupon. Dans le cas K = 1, nous pouvons sans perte
de généralité, identifier 'unique facteur au taux court ry (soit 1 = 0).

Les équations précédentes donnent alors :
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V2 = ar +6(t)
Dy = () — A
(9.25)
0A(x) = 1-MA(z)— saA(z)?
dry = (B(t) = Mrp)dt + Jar + B(t)dW;

La résolution de I’équation de Riccati suivie par A(.) se résoud sous la forme :

1+k1—eH
A(x) _Ltrkl-e™
w14 ke—He
ou :
nwo= A 1+§—(}
P j{1+§g—1

V14

On voit bien sous cette forme comment le modéle linéaire gaussien se déduit du modeéle général. Si on
prend o = 0, alors le paramétre k est lui-méme égal a 0 (et réciproquement). De plus, p est égal & A\. On
retrouve bien une expression exponentielle pour A(.) et donc pour a(.). Ici la structure factorielle peut
étre explicitement écrite :

e_.u‘(T_t)

f(th) = (1 + k)Q (1 n ke*N(T*t))Q

Tt + b(t, T)

ou la fonction b(t,T) est égale a :

b(t, T) =— [ B(s)a(T — s)A(T —t)ds + /; a(T — s)p(s)ds

On voit alors que la connaissance de la courbe des taux initiale (c’est-a-dire en fait b(0,.)) n’est pas
suffisante pour déterminer les deux fonctions ¢(.) et G(.).

Les prix zéro-coupon s’obtiennent alors par :
T
BOT) = cop— [ f(t9)i
t

= exp—[A(T —t)ri + l b(t, s)ds]

o l ' b(t, s)ds = —% l ' B AT — u)?du + [ At

On ne peut donc pas avoir une forme explicite en fonction de la courbe des taux initiale mais seulement
par l'intermédiare des fonctions ¢(.) et 5(.).

Le modele de Cox, Ingersoll et Ross (1985) proprement dit consiste a imposer ¢(.) et B(.) constantes
au cours du temps, ce qui impose des contraintes sur la courbe des taux initiale. Dans ce cas, on peut
expliciter la fonction ftT b(t, s)ds en fonction des parametres ¢ et 3, ce qui donne au total :

g

~ g —pu(T—1)
B(t,T) = eap — [A(T ~ )1 + =) + ( O pp LR 0

g)(T—t)—s—ZaLn ] (9.26)

avec :

Ao
¢f¢+7
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Remarquons que (r;) n’est évidemment pas gaussien sous () ; on montrera au chapitre suivant que la loi
conditionnelle de r; sachant Fs (s < t) est une loi du x? décentrée. Néanmoins le calcul précédent montre
qu’on sait calculer :

Bt | )

puisque cette quantité est exactement égale a B(t,T). Par ailleurs, B(¢,T") comme fonction de ¢, T et r;
est solution de ’équation aux dérivées partielles :
2

0B 0B 10°B
E+E(¢*/\T)+§W(oﬁ+ﬁ) =rB

sous B(t,t,7) =1 dont la solution est donc donnée par 1’équation (9.26).

9.5.2  Le modéle de Duffie et Kan

Ce modeéle consiste & considérer une famille particuliére de volatilité pour les variables d’état sous la

forme :
Vi = S.Diag|\/a;.F, + B (). .. \/m}

ol ¥ est une matrice K x K (inversible) et Diag(.,...,.) une matrice diagonale. Il s’agit d’un cas par-
ticulier dans la mesure ou toute matrice V telle que V.V' aient ses éléments linéaires en F; ne peut
en général pas s’écrire sous cette forme. De fait, ce modeéle contient moins de parameétres libres et est
donc certainement plus facile a calibrer. Par ailleurs, les problémes d’existence de solution & I’équation
différentielle stochastique suivie par (F;) sont plus faciles & résoudre dans ce cas.

La partie factorielle du modeéle est toujours du méme type, a savoir une forme linéaire en les variables
d’état pour les taux; toutefois, ’équation de Riccati correspondante est plus simple (mais toujours non
résoluble analytiquement) et s’écrit :

dA(z) = DA(0) — T.A(z) — % Z Az o500 Ax)

ou les vecteurs o; sont tels que ¥ = (01,...,0x). On voit donc que les K formes quadratiques qui
apparaissent dans le systéme d’équations différentielles se diagonalisent, dans ce modéle, dans la méme
base orthonormeée.

9.5.8 Le modéle quadratique gaussien (El Karoui, Myneni et Viswanathan)

Ce modele propose un moyen d’introduire des non-linéarités dans les structures factorielles, c¢’est-a-dire
de se dégager partiellement de ’hypothése de structure factorielle linéaire.

A titre d’illustration, plagons nous dans le cas d’une seule variable d’état, notée (Z;). Le modeéle quadra-
tique gaussien consiste & partir de formes factorielles quadratiques du type :

ft,T) = ay(t,T)Z} + as(t,T)Z; + b(t,T) (9.27)
Ce modeéle peut étre vu comme une modele factorielle linéaire avec contrainte :

f(tv T) =@ (tv T)Flt + ag(t, T)FQt + b(tv T)

avec :

Fy=F;, vVt
Postulant la dynamique suivante pour (F}) :
dF, = Dydt + V,.dW,

ou (Wt) est une mouvement Brownien bi-dimensionnel, alors d’aprés les résultats qui précédent, D; et
V;.V}/ sont linéaires en Fj :
Dy = o) —T).F

ViVl = (ay(t) Fy + B;;(t))i;
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Tous les paramétres dépendent du temps dans la mesure ol nous ne faisons plus d’hypothéses d’homo-
généité sur les fonctions o(t,T) et a(t,T).

Si on impose alors Fi; = F% et si on pose :

dFp; = (¢o(t) — o (t) . Fy)dt + oy, dW;

alors : \
2(pa(t) = vo(t) . Fy) Fort || o2 ||
Dy =
¢2(t) - W/Q-Ft

et :

4Fy 2Fy

ViV, =l ou |?
2Fy; 1

On voit donc que, pour assurer la linéarité de la matrice V;.V} en Fy, il faut que || o || soit déterministe.
De méme, pour que D; soit linéaire en Fj, il faut que la premiére coordonnée de =y, soit nulle. Au total,
les matrices T' et V;.V/ sont de la forme :

29(t)  —26(t)

F P—
0 v(t)
4Fy 2Fy
ViVl = o) |
o0F,, 1

ot (t), P(t) et o(t) sont les parametres de la dynamique de la variables d’état Z; = Fy; :
dZ; = (p(t) — y(t) Z:)dt + o (t) . dW;

La dynamique du modéle est entiérement résumeée par celle de (Z;), qui est du type Ornstein-Uhlenbeck.
La partie factorielle est donc un polyn”me de degré 2 en Z; et ’équation de Riccati dont les fonctions
aq(.,.) et az(.,.) sont solution s’écrit :

o (t,T) = 2y(t)ar(t,T)+4 || o) ||? a1(t, T)A1(t, T)

Oras (tv T)

_2¢(t)a1 (t’ T) + W(t)GQ (t’ T)
+2 [ o(t) |7 (a1 (t, T)A2(t, T) + Av (¢, T)az(t, T))

qu’on peut résoudre explicitement puisque I’équation qui donne la fonction a4(.,.) est uni-dimensionnelle.
L’identification compléte du modéle ne peut se faire en imposant & Z; d’étre égal & un taux particulier? ;
on peut en revanche identifier Z? a un taux particulier.

Enfin, on peut faire les remarques suivantes. On constate premiérement que ce modeéle est équivalent a un
modeéle ot il n’y aurait quun seul Brownien en prenant || o(¢) ||? pour la volatilité de (Z;). Deuxiémement,
on pourrait montrer qu’on ne peut pas construire un modeéle pour lequel la structure factorielle serait
cubique en Z; et plus généralement un polyn”me en Z; de degré supérieur ou égal a 3. Troisiémement,
on peut également chercher tous les modeles factoriels :

f&,T)=a1(t, T)Fi¢t + aa(t,T)For + b(¢t,T)

pour lesquels on aurait une relation déterministe entre les facteurs du type q(Fi, For,t) = 0. On montre-
rait qu’on aboutit nécessairement au cas ou q(.,.,.) est une forme quadratique dégénérée, c’est-a-dire le
modele quadratique gaussien.

50mn aboutit alors a a1 (¢, T) identiquement nul.
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Exemples de produits de taux d’intérét

On s’intéresse ici & des produits typiques de taux d’intérét. Certains sont négociés de gré a gré et les autres
sur des marchés organisés. Nous aborderons la question de 1’évaluation de ces produits : la technologie
de base repose sur 1’évaluation par arbitrage telle que décrite précédemment & la nuance prés que nous
tiendrons compte des conventions de marché utilisées en pratique. Nous donnerons également pour chaque
produit des exemples d’utilisation et des raisons pour lesquelles ce produit peut intéresser tel ou tel acteur.

10.1 Forward rate agreement (FRA)

Le forward rate agreement est un contrat entre deux parties A et B par lequel A s’engage a préter a
un taux d’intérét convenu a l'avance. L’entrée dans un FRA permet donc de fixer dés aujourd’hui les
conditions de taux d’intérét pour une opération de prét ou emprunt. Il s’agit donc d’un outil naturel
de couverture contre une hausse ou une baisse des taux d’intérét (selon qu’on souhaite emprunter ou
préter & une date future). Ce type de contrat permet par exemple a une entreprise qui sait qu’elle devra
emprunter dans quelques mois de se couvrir contre une hausse des taux d’intérét entre aujourd’hui et la
date de 'emprunt. L’entreprise entrera dans ce contrat soit parce qu’elle anticipe une remontée des taux
d’intérét, soit tout simplement parce qu’elle souhaite ne pas prendre de risque : le métier d’une entreprise
non financiére consiste & prendre plutot des risques industriels que des risques financiers.

Plus précisément, un FRA ne donne pas lieu & la mise en place effective d’une opération d’emprunt /
prét & terme. Considérons un FRA conclu a la date ¢, les deux parties choisissent :

— un montant dit notionnel N sur lequel seront calculés les intéréts;

— une date de départ de la garantie T' et la date d’échéance T+ n;

— un taux de référence r(s,s + 8), par exemple un taux d’intérét & 3 mois, 6 mois, ..., i.e. 'euribor 3

mois (6 = 3 mois), 6 mois etc.

Le flux entre A et B sera alors calculé comme la différence entre le taux a terme f(¢,7,T+6) (donc connu
lors de la mise en place du FRA) et le taux effectivement constaté a la date de départ de la garantie :

N.(r(T,T+6)— f(t, T,T +0)).
(h(T,T +6) = (LT, T+6)) =
ol Base est la convention de jours annuels (par exemple 360 jours). On voit qu’il s’agit d’une convention
de taux linéaire et non actuariel. Ce flux est versé en T + n. Toutefois, si le versement a lieu a la date de
départ de la garantie (on parle de settlement in advance), il est nécessaire de I'actualiser. Le flux devient
donc :

N.("(T, T +8) — f(t, T, T +6)) 5=
1+ (T, T+ 8). 5=

* Base
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L’acheteur du FRA est celui qui recoit ce flux et le vendeur celui qui le verse. Le taux d’intérét du FRA
f(t, T, T+ 6) sur lequel s’accordent les deux parties s’appelle le taux & terme ou taux forward. On a déja
vu dans les chapitres précédents que, par un raisonnement d’arbitrage, ce taux a terme pouvait se calculer
a partir de la courbe des taux aujourd’hui. Si on reprend ’exemple d’une entreprise en ¢t qui souhaite
emprunter en T’ sur une période 6 = n. Pour se protéger, elle “achéte” un FRA en ¢ et donc aboutit aux
flux suivants :

— datet: 0

— date T : 'entreprise recoit le montant de son emprunt N ;

— date T+ 6 : I'entreprise rembourse le nominal N de son prét, les intéréts V. B(‘jse (T, T+ 6) et regoit

le flux correspondant & son FRA, soit :

6

Base

N.(r(T,T+6)— f(t,T,T +9))

soit au total :

6

—N—N.
Base

r(T,T+6)+N.(r(T, T +6) — f(¢t,T,T +96)) .L =—N. |1+ f(t,T,T +9).

Base’ Base

Ex post, I’entreprise a donc pu emprunter au taux & terme et non au taux effectif le jour de la mise en
place du prét. Si dans l'intervalle entre ¢ et T, les taux ont beaucoup monté, ’entreprise ne souffre pas
de cette hausse. Inversement, si ses craintes d’une hausse des taux étaient infondées et qu’au contraire
les taux ont baissé, elle ne bénéficie pas de cette baisse : elle n’aurait pas da rentrer dans le FRA.

Enfin, si on actualise en ¢ les deux flux futurs (parfaitement connus en t), on obtient la valeur de ’échéan-
cier qui est nulle en ¢ puisqu’il n’y a aucun flux en ¢t :

0= N.B(t,T) — N. {1 + f(t,T,T + 6).%} B(t,T +6)

soit :

Base B(t,T
JETT+6) = =5 (B(t(;+)5)1>

et on retrouve bien I'idée que les taux & terme peuvent étre calculés & partir de la courbe des taux d’intérét
aujourd’hui.

En pratique, ’entreprise ne trouvera pas toujours un FRA ayant exactement les caractéristiques souhai-
tées. En particulier, 6 et n peuvent étre proches sans étre égaux : la couverture n’est pas parfaite et il
reste un risque résiduel (dit risque de base).

10.2 Contrat Future

Le contrat FRA génére un unique flux, ce flux correspondant a la différence entre le taux a terme négocié
en t et le taux de marché effectivement réalisé a la maturité du FRA. En particulier, ce contrat ne génére
pas de flux & la date de conclusion du contrat (date t) : le contrat a une valeur de marché nulle a la
date t. Toutefois, deés la date t + 1, les anticipations des marchés se sont modifiées et il n’y a plus aucune
raison que ce contrat ait une valeur de marché nulle. Le méme type de contrat se négociera & un taux
f(t+1,T,T + §) probablement différent de f(¢t,7,T + 6).

Dans le cas du Future, cette variation de valeur de marché est constatée et enregistrée chaque jour : on
dit que le contrat est marked-to-market. Ainsi, a chaque date, si le contrat Future signé par Aet Ben t a
une valeur en ¢+ 1 négative pour A (et donc positive pour B), alors A est contraint de payer la différence
de valorisation (appelée appel de marge) et la partie B est créditée du méme montant. D’une certaine
fagon, la perte (ou le gain) final (différence taux & terme et taux réalisé) est réparti tout au long de la
vie du contrat. Dit autrement, le contrat Future s’apparente a une série de contrats forward renouvelés
tous les jours : chaque jour, le contrat forward précédent est débouclé et un autre se met en place pour
une maturité d’un jour.
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En outre, les contrats Future sont standardisés et gérés par une chambre de compensation, de telle sorte
que les contreparties A et B ne contractent pas directement entre elles. Enfin, a la date t de mise en
place de l'opération, un dépot de garantie est demandé puis restitué par la suite. On trouvera ci-apreés
les spécifications du contrat Euribor 3 mois du MATIF (www.matif.fr). Le contrat est coté sous la forme
100 — f(¢t,T,T + 6). Ainsi, selon le sens de leur position, les parties A et B recevront ou paieront :

N (100 — f(t+ &, T, T +6)) — (100 — f(t+k—1,T,T + §))]

Base

en t + k, et, si le contrat va a son terme, le flux :

N.

[r(T,T+6)— f(T-1,T,T +9)]

Base

en T, avec N = 1000000 euros et 6 = 3 mois = 90 jours dans le cas du contrat euribor 3 mois.

En pratique, A (ou B) détient un compte sur lequel il doit verser son dépdt de garantie initial, et ce
compte est débité ou crédité des appels de marge correspondant aux variations de prix du contrat Future.
Si on fait la somme des flux regus ou versés par les parties A et B, on constate bien que cette somme ne
dépend en T que de r(T,T + 6) — f(t,T,T + 6), comme pour le FRA. Toutefois, il faut remarquer que,
dans la mesure ou des flux intermédiaires ont lieu, ce contrat est un produit financier différent du FRA.
En particulier, le taux Future f(¢,7,T + é) n’a pas de raison d’étre égal au taux forward du FRA.

B-MONTH EURIBOR FUTURE

Contract [EST)

Exercise style

3 manth Euriborn Eurcopean Interbank
Offered Rate on 3-month deposits,
calculataed by the Banking Federation
af the Eurcpean Uniaon (FEBE)

Trading wunit 1 D00 000 &

Underlying instrumeant

Serike prices

The index quated 1a e Srd decmal
Price quotation poinl corresponding o 100 minus
the 2-manth Buribar

Minimum price

. A 0.2 of & basi imt ivalent to 5 €
fluctuation (tick) of & basis point, equivalant to

2 manthly and 20 successive quarteriy
contract cycles out of:

March (H), Jure (M), Septembear {1,
Decambear ()

Contract cycles

The 2rd traading day preceding the
Last trading day third Wednaesday of the cantract
micnth at 11:00 aom.

1=t trading day Tollowing the closing of

First trading day A i rrerth

Cash settlerment. The closing
seltherment price esgqual o 100 mines

Settl t
srmen e S3-moanth Eurnbar, published on the
last trading day, rounded off o the tick
NS
Trading hours Pre-apaning : ¥ 45 am — 8:00 am

Session : B 00 am — 10 00 p.m
Settlement day changeower: S:00 pom

D’autres contrats Futures existent pour lesquels le sous-jacent est une obligation : A (par exemple) prend
donc en t Pengagement avec B (via la chambre de compensation) d’acheter I'obligation sous-jacente en
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T & un prix décidé en t. Il s’agit d'un contrat a terme sur obligation d’Etat de maturité 10 ans. Plus
exactement, cette obligation est fictive, d’ou le terme de contrat notionnel. Ceci a sa logique : le contrat
doit porter a chaque instant sur une obligation de maturité 10 ans. Or il n’existe jamais & tout instant
une telle obligation.

Si le contrat est dénoué avant le terme du contrat, A et B s’échangent des flux correspondant aux
variations des prix & terme (comme dans le contrat euribor). Si le contrat va jusqu’a son terme, il y
a livraison physique. Comme l’obligation sous-jacente n’existe pas, il existe un systéme d’équivalence
entre le prix de cette obligation fictive et le prix des obligations réellement existantes. Le gisement du
Matif désigne ’ensemble des OAT qui peuvent étre livrées au titre des contrats & terme notionnels. Le
facteur de conversion est le facteur mathématique qui permet de faire une correspondance entre le prix
de l'obligation fictive et le prix des obligations du gisement.

Un tel contrat permet de se couvrir contre les variations du taux a 10 ans (alors que le contrat euribor
3 mois permet de se couvrir contre une variation du taux & 3 mois). Les caractéristiques des différents
contrats notionnels du Matif sont les suivantes (www.matif.fr) :

Avec le Matifl, saisissez les véritables opportunités du marche de Newuro, en captant la
ligquidite des meilleures dettes de la rone sur towus les points de la courbe

- Le contrat & terme Euro Notionnel devient bi-émetteur & compter de I'échéance Juin
99, Son gisement est basé sur la France et I'Allemagne, de mame gue ceux du contrat
Eurao 5 ans et de I'"E-Mote 2 ans lanceé le 29 janwvier 1999,

- Sur le 30 ans, le contrat E-Bond est reférence sur un sous-jacent
Francel/Allermagne/Pays-Bas.

Un gisement qui prend la dimension
du marche de I'euro

- Avec I'Eurc Motionnel, le marche obligataire de - Les marchas frangais et allemand offrent wn niveau
INewrc dispose d'un contrat idéalamant dimensicnnes de convergence Slaws amsi guune technicite et una
pour accompagnear son developpameant. Le contrat liguidite comparablas; guel gque soit | titra ke moins
s'appure sur la liguidite des titres frangais et chear & liwvrer, les inbervenants sur le contrat Eura
allemands qui représentent un peu plus de 40% des Maotionmel ont ainsi la garantie de baneficier d'un
encours de la dette souveraine de la zone sous-jacent de taille et de profondeur suffisantes,

pour eviter tout coat de frottement.

/0.5 - \
Spreads de taux a 10 ans par rapport aux taux allemands

b
16/11/98 01298 16M12/98 L Rl =)= 20/07/99
soweTo : Malil S8

Un sous-jacent qui offre de véritables opportunités aux
investisseurs globaux

Avac un gisement de pras de 100 mds d'euros, le trading an réduisant de fagon significative les risquas
contrat Curo Motionnel multiplie e potenciel de de squesre et les colls qui iy SonL associes.
developpement de la liquidita, tout en preservant le L'afficiance des couverturas ast garantia par la

lien entra la taillle du sows-jacent et le niveau des prowimite des rendamants des titres du gisamant

positions ouwertes. propre aux contrats livrables. . .
- Ches caractéristigques appaor tent par ailleors de

Le contrat Eurc Motionnel s'appuis sur un gisement moasvelles opgeor lunmités darbitrage fondéos sar les
larga. qui garantit une plus grande sacuritse de changements de titre le moins cher a livrar
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Gisement et caractéristiques

GISEMEMNT EURD MOTIOMNMNEL - Echéances juin 99 (M9) et septembre 99 (L19)

Mominal

Emattaur Coupan Maturite Encours Echaance
3D {rmds d auros)
France CAT 5.25 25 aer-0f 25
France AT a.5 ocr-08 16
France AT El prd o ] o MaLS
Aamagne Bund 5.75 04 jarme-DE 15 nag
Allemagne Bund 4.75 Oa-puil-08 o [XETNE]
Allemagne Bund 4125 O-puin -0 14 [XENNE]
Aamagne Bund 375 D4 garee -9 B mMa/Lg
Taotal Buiinn 99 1 96 - Sepr. %9 81
E-Note 2 ans Eura 5 ans Euro Motionmnel E-Bond 30 ans
Emprunt fectf a Eratis]l de UUERM, Nbells an eurcs, remboursable & fine,
de maturite résiduslle comprise antre ;
1.5 et 2.5 ans 4 et 5.5 ans a5 e1 10,5 ans 25 et 35 ans
coupon 3.5 % coupon 5 5%
mars [H3), juin (M5} mars 9% [(H9) : mars %3 (H9) - mars [H), juin (M%)
coupon £4,.5%
et segrembre 99 [(LI9): France unsguemeant France uniguement saptembre 99 (L19]) ;
France at Slkamagne Jukn (M9} e Juime (MYE) &t France, AlBamagne at
septermbre 99 (LIa) septambra 99 (LIS) - Pays-Bas
coupon 3,5% coupon X, 5%
France at Allamagne Framce at Allamagmne

Echsiances ultérieures : liste des Etats souverains ge "UEM fixds awant Mouverturs de "@chéance

100 300 aurcs

Pourcentage du nominal exprime svec 2 decimales

3,01 % oo nominal, soit 10 eurcs

F ou 3 acheanc I 7 cu 3 acheancas I 3 acnaances | % cu 3 acheancas
trimastriglles succassmwas parms mars (H), juin (M), saptembre (L)), decambore (£]

Le 1™ powr de Le 7™ poer ol Le 1™ jour de Le 1™ jour de

nEgociation d'un mois Pegociation O mMois negociation negociation d'un mos

ole lIVrason. cuveriune oe lIVFSiSon, cusertune suivant la cloture e I asson, ouverture

de la 3= gchéance de la 3" schéance d’une scheance de la 2" gcheance

Le 2° jour e Bourse préacedant le 3" marcred oo moss a 1 1h00

par Ie wendasr

rla basa o

cours de liqustation, ivraison da Htres cho
I gisemant d'emprunts dEtat(s] de CLEM
5

o

oda 4 a 5.5 ans de 8.5 a 10,5 ans
ARNECUrs mansmum encours minimuam
5 rmalliargs d'euros & milhards o auros

n mois avant Ia data oa regiamant - livrason oa achaance

Pré-ouverture : Tha5 — Snk{
Session principale  Bn00 — 22003

Changement e jourmnses de compensstion @ 16030
M Dy CRACE T B EH
YRZ2 EEY cF3: FTH:=<F3= EVL:=F3=
F220E2Y — — —
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Pour finir, on pourra se reporter a la documentation trés bien faite de I’équivalent anglais du Matif - le
LIFFE - & la fin de ce chapitre.

10.3 Les swaps

Un swap est un contrat entre deux parties par lequel elles s’engagent & s’échanger (i.e. to swap) des flux
a des dates spécifiées. Dans le cas d’un swap standard, les flux échangés sont des taux d’intérét : A (par
exemple) verse & B un taux d’intérét fixe (spécifié initialement) et B verse & A un taux de marché, donc
variable au cours du temps. Il n’y a pas de flux & la mise en place du contrat : le contrat a une valeur
nulle. La variable de négociation est donc le taux fixe (versé ici par A). Plus exactement, comme pour
les FRA ou les Futures, les flux sont calculés comme 'application des taux d’intérét a un certain capital.
L’échéancier de taux fixe (versé ici par A) s’appelle la jambe fixe du swap et I’échéancier de taux de
marché la jambe variable.

De fait, le taux fixe cristallise les anticipations sur la valeur des taux d’intérét de marché tout au long de
la durée de vie du swap. Ces contrats sont trés utilisés car ils permettent de transformer une dette a taux
de marché en une dette a taux fixe. Il s’agit donc d’un outil essentiel utilisé par les entreprises financiéres
ou non financiéres pour se couvrir contre les risques de variation des taux d’intérét.

De nombreuses variantes sont évidemment possibles : le taux de marché peut étre un taux a 3 mois, 6
mois etc., la maturité peut étre de 1 an, 2 ans, etc., les flux peuvent étre versés a des fréquences différents
(tous les 6 mois pour B, tous les ans pour A, etc.

Prenons le cas standard ou :
— le taux d’intérét de marché est le taux d’intérét r(¢,t + 6) :

1
B(t,t+6) = —/—F——
( ) 14 6.r(t,t+0)
— les flux sont versés aux mémes dates ké ;
— les paiements sont déterminés a l’avance : la différence entre le taux fixe et le taux variable r (¢, ¢+ 6)
n’est versée qu’en t + § (et non en t)

1l s’agira par exemple d’un swap sur euribor 6 mois (6§ = 6 mois) avec échange d’intérét tous les 6 mois.
La valeur de marché d’un swap lors de sa mise en place (en t) étant nulle, on doit avoir :

n t+ko
0= Z(S-N-Et (r(t + (k—1)6,t + ké) —R).epr/ TSdS}
k=1 ¢

o N est le capital notionnel sur lequel portent les calculs d’intérét, R le taux fixe versé par A (par
exemple) et 7 le taux court instantané habituel. En remplagant 7(t 4+ (k — 1)6,¢ + k6) par sa définition,

on obtient alors :
1 t+ké
—1)exp —/ rsds
B(t+ (k—1)6,t + ké) f

t+ks
exp — / rsds
t

t4(k—1)5
(1= B(t + (k — 1)8, ¢ + k&) (exp —/ rsds]
t

n

0=—-8.N.R.Y B(t,t+k8)+ N> E,
k=1 k=1

en utilisant :

B(t,t+ ké) = E,

De méme, on a :

0=—6NRY B(t,t+k6)+N> E
k=1 k=1

en utilisant :

t+ks
B(t+ (k—1)6,t + k) = Eryk—1)s lexp f/ TSdS]
4 (k—1)5
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Ce qui donne finalement :

n

0=—6.N.) RB(t,t+k8)+ N> B(t,t+ (k—1)8) — B(t,t + ko)
k=1 k=1

en utilisant de nouveau la propriété de martingalité des prix actualisés sous la probabilité risque-neutre.
On peut aussi écrire cette expression sous la forme :

0=N iB(t,Hké).[f(t,H(k— 1)6,t+ k) — R .6
k=1

ou f(t,t+ (k—1)6,t+ kb) est le taux a terme :

Fltt+ (k= 1)8,¢ + k6) :% <

B(t,t+ (k—1)8) 1>
B(t,t + kd)

Au total, on obtient la relation de valorisation suivante :

1— B(t,t+ nd)

R =
55 Blt.t 1 k)

Le taux du swap (qu’on appelle aussi le “prix” du swap) se détermine donc, par un raisonnement d’arbi-
trage et comme pour les taux & terme, en fonction de la courbe des taux a la date ¢t. Bien évidemment,
dés la date suivante t + 1, le swap n’a plus une valeur nulle : annuler le swap implique qu’une deux
contrepartie a une dette vis-a-vis de 'autre.

On peut remarquer qu’une position de swap est équivalente (pour A) a acheter une obligation dont le
coupon est un taux variable et & émettre une obligation a taux fixe.

Les swaps sont par exemple beaucoup utilisés par les banques dans le cadre de leur politique de gestion
actif-passif (ALM ou Asset Liability Management). Il s’agit pour la banque de couvrir le risque de
taux de son bilan. A Dactif du bilan, on trouvera par exemple les préts (immobiliers, personnels, etc.)
qu’elle a accordés a ses clients et au passif ses ressources (refinancement de la banque sur les marchés de
capitaux). Lorsque les taux de marché montent, les ressources de la banque deviennent plus cotteuses
car son refinancement est principalement a taux de marché; a l'inverse, les revenus générés par l'actif
n’augmentent pas car, trés souvent, les préts accordés par la banque sont a taux constant. Une banque
est donc généralement exposée a une hausse des taux : on dit qu’elle a un excédent d’emplois & taux
fixe. Les banques mettent quotidiennement en place des programmes de swap qui leur permettent de
ré-équilibrer leur bilan en transformant virtuellement des emplois & taux fixe en emplois & taux variable.
Une couverture parfaite est telle que, lorsque les taux montent I'impact soit le méme sur le passif et sur
Pactif. Ainsi, le bénéfice de la banque : revenus des emplois - cotits des ressources ne varie plus lorsque
les taux varient.

Derniére remarque : la relation liant les taux du swap et les taux zéro-coupon est utilisée pour reconstituer
la courbe des taux zéro-coupon. Les observations sont les taux de swap R pour les différentes maturités
et les inconnues les prix zéro-coupon.

10.4 Cap et Floor

On envisage a partir de maintenant des actifs optionnels. Dans ces cas, on ne peut plus obtenir une
formule de valorisation ne dépendant que de la courbe des taux. Désormais la volatilité interviendra et
donc de fait un modele doit étre spécifié. Les cap / floor sont les équivalents des call / put.

On définit d’abord un caplet comme une option qui délivre un flux égal a la différence - si elle est positive
- entre un taux de marché et un taux d’exercice. En reprenant les notations précédentes, le payoff s’écrira :

§.N.[r(T, T +68) — F]"

Ecole Polytechnique 137



Théorie et pratique des instruments financiers

Le cap est alors une collection de caplets, c’est-a-dire un actif qui délivre les flux :
S.N.[r(t+ (k —1)8,t + k6) — F]T

aux dates t + k6. La valeur de marché de cet actif n’est évidemment pas nulle et vaut :

n t+ké
C’ap:é.N.ZEt [r(t+ (k —1)8,t + ko) fR}"—.expf/ rsd:s]
k=1 t

qu’on ne peut calculer explicitement que si on a spécifié un modéle particulier dans lequel on connait les
densités des variables aléatoires qui apparaissent dans 1’espérance.

On peut remarquer que le cap peut se concevoir comme une collection d’option sur zéro-coupon. En effet,
en utilisant la définition du taux r(t+ (k—1)8,t+k8) et les mémes “astuces” de calcul que dans la section
précédente, on obtient :

+ t+(k—1)6
B(t+(k:l)6,t+k6)] .exp—/ reds
t
Enfin, on peut également écrire une relation de parité cap / floor. La différence entre un cap et un floor
de mémes caractéristiques est équivalente & un swap de taux fixe R :
cap — floor = swap

L’intérét des caps et des floors est évidemment d’offrir une couverture contre un sens de variation parti-
culier des taux d’intérét. A Uinverse, les FRA, Futures et swaps permettaient de se couvrir contre toute
variation des taux, que cette variation soit & la hausse ou a la baisse, alors que généralement seul I'un
des deux sens est défavorable pour un intervenant donné (autre étant favorable).

10.5 Swaption

Une swaption est une option qui donne le droit d’entrer dans un swap & un taux convenu. Le flux généré
par cet actif s’écrit donc :

[i O.N.Er
k=1

si T est la date d’échéance de la swaption. Il s’agit donc de la valeur - si elle est positive - d'un swap mis
en place en T de taux fixe R. Le prix s’écrit donc :

T+ks +
(r(T+ (k—1)6,T + kb) —R).exp—/ rsdsH

T

T+ks +
(r(T+ (k—1)6,T + ko) —R).exp—/ rsdsH
k=1

T n
swaption = E; |exp — / rsds. lz 6.N.Ep
t

En utilisant toujours les mémes “astuces” de calcul, on a :

T n +
swaption = N.FE; |exp —/ rsds. [1 — (Z 6.R.B(T, T+ ké)+ B(T,T + N(S)]
t k=1

ce qui permet d’interpréter la swaption comme une option de vente sur une obligation & taux fixe.
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10.6 Annexe : extrait de la documentation du Liffe
(www.liffe.com)
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